Spin-Struktur enund dasSpektrum desDirac-Operators

Kurze Zusammenfassungler Dissertationvon Dr. Bernd Ammann

In der Dissertationwurdendie Eigenwertedesso genannterDirac-Operatorsinter
sucht.Die Mathematiler erhofen sichvon einergenauerefKenntnisdieseOperators
einbessere¥erstindnisfiir denZusammenhangwischenTopologie dasist die Theo-
rie elastischemehrdimensionaldRaume undDifferentialgeometriedasist die Theo-
rie gekiummterRaume ErkenntnissalieserArt kdnnenvor allemin dertheoretischen
Physikinteressantverden,da sie die Grundlagerfuer neuemathematischélodelle
erforschendie die AllgemeineRelatvitatstheoriaund die Quantenmechanik einen
einheitlichenFormalismusvereinen.

Zusammenfassungler Dissertationvon Dr. Bernd Ammann fur die
Broschire

1 PhysikalischerUrsprung desGebiets

Die Spektraltheorievon elliptischenDifferential-Operatorermuf Mannigfaltigkeiten
hatsichin denletztenJahrzehnteau einerungeahntemlite entwickelt. Der weitaus
bekanntestelliptische Differential-Operatoist der Laplace-Operatoidn der Physik
ist der Laplace-Operatorsgler wahrscheinlichwichtigste Operatorzur Beschreiling
von WellenptanomenenBetrachtenwir zum Beispiel eine Pauke oder eine Trom-
mel, derenHaut gleichmaRigdick und gleichmaRiggespanntst. Die Klangfarbeder
Trommelwird starkvon der Form derschwingendetembranbeeinfluBBtEinerunde
MembranhatandereOberbneals eineovale Membran.In der Spracheder Mathema-
tik ausgedickt heil3tdies,dassdie EigenwertedesLaplace-Operatormit Dirichlet-
Randbedingungewon der Form desGebieteabrangen Eine der zentraleFragender
Spektralgeometrigst es, Zusammenhngezwischenden Eigenwertendes Laplace-
Operatorsindder Gestaltder schwingende®bjektezu finden.

EinesderwesentlicherPrinzipiender Quantenmechanikesagtdassin dermikro-
skopischenGroRenordnungo gut wie allesin unsereiWelt durchWellenbeschrieben
wird. Die AllgemeineRelatvitatstheoriebeschreibhingegenmakroslopischePhano-
mene:Materie kruimmt die 4-dimensionalé/ereinigungvon Zeit (1 Dimension)und
Raum (3 Dimensionen)Will mandiesebeidenTheorienvereinen,berbtigt man ei-
ne Theorieder SchwingungergekiimmterRaume.Das Verhaltender Elementarteil-
chenwird durchpartielle Differentialgleichungebestimmt:der Laplace-Operatdpe-
schreibtTeilchenmit ganzzahligenSpin und der Dirac-OperatorTeilchenmit halb-
zahligemSpin. Das SpektrumdieserOperatorerentsprichtmdglichenEnegiewerten
derElementarteilchen.

2 Mathematischelmplikationen

In den 60er Jahrenstellte sich zur Uberraschung/ieler Mathematiler heraus,dass
Dirac-Operatoremuf gekiimmtenRaumennicht nur fur physikalischeAnwendungen



interessansind,sonderrentscheidendum VerséindnisgekiimmterRaumebeliebiger
Dimension,sogenannteRiemannscheMannigfaltigkeiten, beitragen.Aus der Viel-
zahlmoglicherAnwendungersollendrei hier erwahntwerden.

e Ein Satzvon Atiyah und Singerverbindetdas Spektrumdes Dirac-Operators
mit topologischerGrolRen.Dies fuhrt zu notwendigertopologischerBedinun-
genfur die Existenzvon Metrikenmit positiver Skalarkiimmungaufkompakten
Mannigfaltigkeiten.

¢ Die mathematischeRhysiler Seibeg und Witten definierteneine Theorie,die
zu einemdeutlichverbesserteWerstindnis4-dimensionaleRaumefiihrte. Die
LosungereinernichtlinearerMonopolgleichungverdenstudiert.Und die ,An-
zaht derLosungerist eine charakterisierésroRefur die globale Struktur des
Raumessprichfir desserTopologie.

¢ Eigenwertevon Dirac-Operatorerstehenin Verbindungzu wichtigen Grof3en
der ElementarerDifferentialgeometrieDer erste Eigenwertdes Quadratsdes
Dirac-Operatoreiner Flachein R? ist eineuntereSchranle an dasWillmore-
Integral [ H? (siehe[3]). Die Willmore-Vermutung(siehe[7]) besagtdassdas
Willmore-Integral fir immersierteTori immergroRerodergleich 272 ist. Diese
Vermutungst bis heutenur teilweisegelostworden.Fir einegewisseTeilklasse
von Tori konntedieseVermutungmit der vorliegendenDissertationverfiziert
werden.

3 Ergebnisseder Doktorarbeit

Der Dirac-Operatorauf gekiimmtenRaumenhangtwesentlichvon der sogenannten
Spin-Strukturah Der Dirac-Operatoexistiert nur, wennsolcheine Spin-Strukturexi-
stiert, und zu jeder solchenSpin-Strukturexistiert ein Dirac-Operatar Der Einflufd
der Spin-Strukturauf das Spektrumdes Dirac-Operatorsvurde allerdingsbisherin
der LiteraturkaumuntersuchtHauptzielder Doktorarbeitwar, eine Abschatzungdes
kleinstenEigenwertdes Dirac-Operatorszu finden, die diesetopologischeStruktur
mit einbeziehtDa sich der Fall gekilimmterRaumebeliebigerDimensionerals sehr
unhandlicherwies,konzentriertsich ein grof3erTeil der Arbeit auf den Torus. Eine
Abschatzungvon ThomasFriedrichfur flache Tori wurde auf den nicht-flachenFall
verallgemeiner{4]. Mittels desobenbeschriebene@usammenhanggwischenEi-
genwertendesDirac-Operatoraind dem Willmore-Integral erhieltenwir eine untere
Schranle andenWert desWillmore-Integrals.Die damiterhalteneSchrankistin vie-
len Fallen besserals alle Schranlen, die zuvor in der Literatur bekanntwaren.Diese
AbschatzunglosteeinenSpezialll der Willmore-Vermutundg?2].
AbgeseherondiesenHauptegebnisvurdenauchanderewichtige Spektraleigen-
schaftendesDirac-OperatorsintersuchtMotiviert durchUntersuchungedesjapani-
scherMathematilersFukaya[5] zur KorvergenzdesSpektrumdesLaplace-Operators
unterKollaps,untersuchtemvir dasSpektrumdesDirac-Operatorsauf kollabierenden
Kreishiindeln.Wir stelltenfest, dassdie Frage,ob Kornvergenzoder Nichtkorvergenz



desSpektrumvorliegt, von der Spin-Strukturabhangt.DieseErgebnissevurdenkiirz-
lich von JohnLott [6] in einenallgemeinererKontext gestellt.

In einemletztenKapitel konstruierterwir Deformationervon Riemannscheian-
nigfaltigkeiten,die dasSpektrumdesDirac-Operatorénvariantlassen.

Literatur

[1]

(2]

3]

[4]

[5]

[6]

[7]

B. Ammann.Spin-Struktuenund dasSpektrundesDirac-Opeators, Dissertati-
on, Universitat Freiburg im Breisgaul998,Shaler-VerlagAachen1998.

B. Ammann.The Willmore Conjectue for immesedtori with small curvatue
integral, ManuscriptaMath.,101(1) 1-22 (2000)

C. Bar. Extrinsic boundsfor eigervaluesof the Dirac opemtor, Ann. Glo-
bal Anal. Geom.16(6), 573-596(1998)

T. Friedrich,Zur Abhangigleit desDirac-Opeators von der Spin-Struktur Col-
log. Math. 48, 57-62(1984)

K. Fukaya,Collapsingof Riemanniammanifoldsandeigervaluesof Laplaceope-
rator, Invent.Math. 87, 517-547(1987)

J. Lott, Collapsingand Dirac-typeopemtors, PreprintMay 2000, University of
Michigan,Ann Arbor, ht t p: / / xxx. | anl / gov/ abs/ mat h/ 0005009

T. J.Willmore. NoteonembeddedurfacesAn. Sti. Univ. “Al. |. Cuza’lag Sect
| aMat. (N.S.)11B (1965),493-496.

Danksagung

Um guteMathematikbetreiberzukdnnenjst eineguteArbeitsatmosphreunerisslich,
und gernedenle ich an die guteZusammenarbein Freiburg in denBereichenGeo-
metrieund Analysiszuriick. Aus diesemGrundemdchteich andieserStelleallen Mit-
gliederderArbeitsgrupperseometricund Analysisfir die vielfaltige Unterstitzungin
jeglicher Hinsichtdanken,angefingenbei sehranreggendenvorlesungerund Semina-
renderProfessoreibis hin zur Unterstitzungerbei ComputerProblemerdurchmeine
Kollegen.Mein besondereDank gilt Prof. ChristianBar fiir seinengutenUberblick
und seinevielengutenRatschiige.Danken mochteich auchdenProfessoreBangert
undKuwertfur viele guteAnregungerundeinimmeroffenesOhrfur FragenEntschei-
dendeBereicherundhatmeineArbeit auchdurchviele Anregungenvon Physilernaus
derAbteilungvon Prof. Rdmererhalten.



Abbildung1: Der Torus. Die Dissertationuntersut EigenwertedesDirac-Opeators
aufdemTorus.



