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Di�erentialgeometrie I
2. Übungsblatt

Aufgabe 1
De�nieren Sie eine Ck-Struktur auf dem Produkt M × N zweier Ck-Man-
nigfaltigkeiten M und N so, dass die Projektionen M × N −→ M und
M ×N −→ N Ck-Abbildungen sind.

Aufgabe 2
Zeigen Sie, dass ein topologischer Raum X genau dann lokal homöomorph
zu R

n ist, wenn jeder Punkt von X eine zu R
n selbst homöomorphe o�ene

Umgebung besitzt.

Aufgabe 3
Wir betrachten Zn als Untergruppe von Rn. Wie in der Gruppentheorie de-
�nieren wir die Relation x ∼ y ⇐⇒ x − y ∈ Z

n für x, y ∈ R
n. Der dazu

gehörige Quotient Mn := R
n
/Zn heiÿt n-dimensionaler Torus.

(a) Zeigen Sie, dass Mn ein kompakter Hausdor�-Raum ist.

(b) Konstruieren Sie einen C∞-Atlas auf Mn, so dass die kanonische Projek-
tion π : Rn −→Mn glatt und lokal glatt umkehrbar ist.

(c) Zeigen Sie, dass Mn di�eomorph zu S1 × . . .× S1︸ ︷︷ ︸
n-mal

ist.

(d) Zeigen Sie im Fall n = 2, dass M2 di�eomorph zum Drehtorus
{(x, y, z)T ∈ R3 | (

√
x2 + y2 − 2)2 + z2 = 1} ist.



Aufgabe 4
Es bezeichnen R

n×n den Raum aller reellen n × n-Matrizen und R
n×n
sym den

Unterraum aller symmetrischen n× n-Matrizen.

1. Sei f : Rn×n −→ R
n×n
sym , A 7−→ tAA, wobei tA die zu A transponierte

Matrix bezeichnet. Zeigen Sie, dass die Identitätsmatrix 1n ein regulärer
Wert von f ist.
Zur Erinnerung: c ∈ Rn×n

sym ist genau dann ein regulärer Wert, wenn für

jedes x ∈ f−1({c}) das Di�erential dxf vollen Rang hat.

2. Bestimmen Sie Ker(d1nf).

3. Folgern Sie, dass die orthogonale Gruppe On eine n(n−1)
2

-dimensionale

Untermannigfaltigkeit von Rn×n ∼= R
n2

ist.

4. Bestimmen Sie eine Karte von On, die 1n enthält.
Hinweis: betrachten Sie die Exponentialabbildung.

Abgabe der Lösungen: Montag, den 29.10.2012 in der Vorlesung.


