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Differentialgeometrie I
1. Ubungsblatt

Aufgabe 1

(a) Sei M eine glatte n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™. (Wir
benutzen ,glatt“ immer im Sinne von C*°.) Wenden Sie den Satz iiber
implizite Funktionen an, um zu zeigen, dass M eine n-dimensionale C'*°-
Mannigfaltigkeit ist.

(b) Sei nun M := S™ := {x € R"™|||z|| = 1} die n-Sphire. Geben Sie fiir
jeden Punkt p € S™ eine offene Umgebung V von p in S™ an und einen
Homdomorphismus von V' nach R”.

Aufgabe 2
Sei n € N. Es bezeichne RP" die Menge der 1-dimensionalen Untervektor-
riume von R™*1,

(a) Man identifiziere RP™ mit der Quotientenmenge RPN {0}/, wobei
x~y < dX € R*sd = Ay, und versehen es mit der Quotienten-
topologie. Zeigen Sie, dass RP"™ ein kompakter Hausdorff-Raum ist, der
das 2. Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt.

(b) Zeigen Sie, dass die Abbildungen

Uy :={jz] e RP" |z; £ 0} 25 R, [2] — —(21,..., 5}, Tni1)

Lj
(mit 1 < j < n + 1), wohldefinierte Homéomorphismen sind (mit “z;”
ist “ohne x;” gemeint).

(c) Zeigen Sie, dass dieser Atlas C* ist und leiten Sie daraus her, dass RP"
eine Struktur einer n-dimensionalen C~-Mannigfaltigkeit tragt.

Aufgabe 3

Sei k € NU {0, 00, w}. Zeigen Sie, dass jeder C*-Atlas A in genau einer C*-
Struktur A enthalten ist. Angenommen A; und A, sind zwei C*-Atlanten
von M. Zeigen Sie: A=A, genau dann, wenn alle Karten in A; mit allen
Karten in Ay C*-vertriiglich sind.



Aufgabe 4

Ein topologischer Raum X heifst genau dann wegzusammenhdingend, wenn
je zwei Punkte aus X durch einen stetigen Weg in X verbunden werden
kénnen. Ein topologischer Raum X heifst genau dann lokal wegzusammen-
hingend, wenn jeder Punkt aus X eine Basis von wegzusammenhingenden
Umgebungen besitzt.

1. Zeigen Sie, dass jede topologische Mannigfaltigkeit lokal wegzusammen-
hangend ist.

2. Zeigen Sie, dass die Zusammenhangskomponenten eines lokal wegzu-
sammenhingenden topologischen Raumes offen und abgeschlossen sind.

3. Leiten Sie daraus her, dass die Zusammenhangskomponenten einer m-
dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeit selbst m-dimensionale to-
pologische Mannigfaltigkeiten sind.

Abgabe der Losungen: Montag, den 22.10.2012 in der Vorlesung.



