ANALYSIS AUF MANNIGFALTIGKEITEN, INDEXTHEORIE UND
SPIN-GEOMETRIE

BERND AMMANN, WS 2002/03

WS 2002/03

Bemerkung: Ein Metrik auf einem komplexen Vektorbiindeln ist in diesem Skript immer ein her-
mitesches (pos. definites) Skalarprodukt auf jeder Faser, das glatt vom Basispunkt abhéngt.

In diesem Skript gilt 0 € N, und 0 ist weder positiv noch negativ.

1. CLIFFORD-MODULN UND VERALLGEMEINERTE DIRAC-OPERATOREN

Definition 1.1. Sei V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum, b: V' x V' — R eine symme-
trische Bilinearform. Ein (komplexer) Clifford-Modul fir (V,b) ist ein komplexer Vektorraum W
mit einer linearen Abbildung

c:VeorW — W

VW = v-w,

so dass
(1.2) vy - (Vg - w) +vg - (v1-w) +2b(vy,v2) w=0
fiir alle v1,v2 € V und alle w € W. Die Abbildung cl heifit Clifford-Multiplikation.

In manchen Anwendungen ist es auch sinnvoll, dass W ein reeller Vektorraum ist. Aus jedem
solchen reellen Clifford-Modul Wg erhélt man durch Tensorieren mit C, d.h. ®gC, einen komplexen
Clifford-Modul W. Die algebraische Struktur ist im reellen Fall aber komplizierter, deswegen wollen
wir uns auf den komplexen Fall beschréinken.

LEMMA 1.3. Die Gleichung (I.3) ist genau dann fir alle v1,v3 € V und alle w € W erfillt, wenn

(1.4) v (v-w)==bv,v)w YoeV, weW.

Beweis. Fiir v = v; = vy folgt ([4) direkt aus (7). Gilt nun andererseits ([22) fiir v = v1, v = vy
und v = v1 + v, so folgt durch Addition und Subtraktion der Gleichungen ([:4). O
1
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Beispiele.

(1) b=0, W =@MV (AFV) ®r C = ALV, cl(v @ w) = v Aw.
(2) Wir kénnen das vorige Beispiel auf allgemeines b verallgemeinern. Hierzu definieren wir

p
v AL Awp) =Y (1) T b(v,v) v A AT A Ay € APV @ C,
i=1

wobei der Hut {iber v; bedeuten moge, dass wir das Glied v; auslassen. Wir definieren nun
cdlv@w)=v-w:=vAw—vw.
Um die Relation ([-4) zu verifizieren, wollen wir zunéchst
(1.5) v A (vew) + o (v Aw) = b(v, v)w.

nachweisen. Man sieht leicht, dass diese Gleichung fiir w = v1 A... Avg und w = v Avg A...vg
mit b(v;,v) =0 Vi gilt. Da man jedes w durch Linearkombination hieraus erhilt, folgt ([F).

Es gilt nun
ve(v-w)=vAvAw—vA (vew) —oc(v Aw) + v (vew) = —b(v, v)w.
0 0

Bemerkung 1.6. Sei F(V) die freie (assoziative) Algebra erzeugt von V, dh.

FV)=R Ve...eV.
(V) @ G_? ®...®
- i-mal
Sei 7 das Ideal, das von
{vev+bw,v)|veV}
erzeugt wird. Dann heifit die Algebra CI(V,b) := F(V)/Z die Clifford-Algebra von (V,b). Ein
Clifford-Modul ist eine Darstellung der Clifford-Algebra. Insbesondere folgt aus Beispiel 2, dass

fir V. # {0} die Clifford-Algebra nicht trivial ist, d.h. CI(V,b) # 1, und dass die Abbildung
V 3 v [v] € CI(V,b) injektiv ist.
Definition 1.7. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein komplexes Vektorbiindel W —

M mit einer Metrik (-, -), einem Zusammenhang V" und einer Clifford-Multiplikation cl : T*M ®
W — W heif3t Clifford-Biindel, falls

(i) Fiir alle p € M ist (W), cl,) ein Clifford-Modul fiir (7,7 M, g),
(ii) (- wr,wa) = —(wi, - wa) Va € TyM  Ywy,wy € Wy,
)

(i) VW is metrisch, d.-h. Ox (w1, ws) = (VW w1, wa) + (w1, V¥ ws).
(iv) Fiir alle X e T(TM), alle « € T(T*M) und alle w € T'(W) gilt

V¥ (a-w) = (Vxa) w+a- Viw.
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Alternativ kénnten wir anstelle des komplexen Vektorbiindels W auch diesselben Eigenschaften
fiir ein reelles oder quaternionisches Vektorbiindel W fordern. Dies erlaubt interessante Anwen-
dungen, die wir leider in der Vorlesung nicht mehr behandeln kénnen. Wir wollen uns deshalb auf
komplexe Biindel W beschrinken.

Beispiel. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, und W = @;_,A*T*M @r C (=:
AET*M), versehen mit dem Levi-Civita-Zusammenhang und der Riemannschen Metrik und b := g
ist ein Clifford-Biindel. Die Eigenschaften (i) und (iii) sind trivial.

(ii) Sei o, ..., a, eine Orthonormal-Basis von A¥T*M, v = a;,. Man priift dann
(i, NN as Aoy Ao A g ) = (ot (o, Ao A g ), o AL A g
fiir alle moglichen Index-Kombinationen durch. Es folgt hieraus
(v A wy, we) = (W, viws),
woraus die gewiinschte Relation folgt.
(iv) Wir kennen bereits die Produktregel fiir o A w
Vx(ahw)=(Vxa) N\w+aAVxw
Als Ubungsaufgabe zeigen wir die Prodktregel fiir cw
Vx(aw) = (Vxa)iw + acVxw.

(Tipp: Wenden Sie die Produktregel auf

Ox{a A wy,ws) = Ox (wy, aLws)
an.) Die Relation (iv) folgt daraus.
Fiir w € T'(w) ist

(X — Vxw) e T"M @ W =2 Hom(TM, W).

Definition 1.8. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit mit Clifford-Biindel W. Dann ist
der (verallgemeinerte) Dirac-Operator D auf W definiert als die Verkettung

T(W) 5 T(T*M @ W) <5 T(W),
also D =clo D.

Sei eq,...,e, eine Orthonormalbasis von T,M, eb,..., e’ die duale Basis von Ty M, so rechnet

b n
man leicht nach
n

(Dw)lp =Y el (Ve,w)lp.
i=1
Beispiel. Sei W = AfT* M. Wir wollen Dw fiir w € T'(IW) berechnen. Wir nehmen einen auf einer
offenen Teilmenge U definierten orthonormalen Rahmen (e, ...,e,), und schrinken uns zunichst
auf den Fall suppw C U, supp w kompakt ein. Wir erhalten

Dw = Ze;’» “Ve,w= Zeg AVe,w— Ze;ﬂ_vejw.
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Der erste Term ist der total antisymmetrische Anteil von Vw und dies ist bekanntlich dw. Wir
definieren das Kodifferential dw := — Y e?LVejw.

(1.9) Dw = dw + dw

Da sowohl Dw als auch dw nicht von der Wahl von U und der Wahl der e; abhéngt, tut dies auch
nicht ¢. Da ¢ zudem lokal ist, kann man § auch fiir beliebige w € T'(W) definieren, also auch solche
ohne kompakte Triger. Hierzu zerlegen wir zuniichst w = > w;, wobei supp w; kompakt seien und
in einer trivialisierenden offenen Menge U; liegen. Dann definieren wir dw = 3 dw;. Spéter werden
wir sehen, dass § “formal adjungiert” zu d beziiglich dem L2-Skalarprodukt auf I'(A*T* M) ist.
Definition 1.10. Den Operator A := (d+9)? : T(ALT*M) — ['(ALT* M) nennt man den Hodge-
Laplace-Operator.

Wir wissen also, dass fiir W = A*T*M gilt D? = A. Spéter werden wir noch andere Clifford-Biindel
kennenlernen.

2. DIFFERENTIALOPERATOREN

Einige Vorbemerkungen zu Vektorbiindeln: Wenn V' ein Vektorbiindel ist, und vy, ..., v, auf einer
kleinen offenen Umgebung U definierte glatte Schnitte von V sind, so dass fiir jedes p € U, die
Vektoren v1(p),...,vx(p) eine Basis von V,, bilden, so nennen wir das Tupel (v1,...,vy) einen

lokalen Basisschnitt. Jeder lokale Basisschnitt liefert eine lokale Trivialisierung. Und umgekehrt
liefert jede lokale Trivialisierung einen lokalen Basisschnitt.

Fiir ein gegebenes pg € M gibt es immer lokale Basisschnitte auf einer kleinen Umgebung, so dass
(Vxi)|p, = 0. Solche Basisschnitte heifilen synchron in py.

Lokale Basisschnite von T'M heiflen oft auch Rahmen. Ist die Basis zusétzlich in jedem Punkt or-
thonormal, so spricht man von orthonormalen lokalen Basisschnitten oder othonormalen Rahmen.

Notation. Eine Multiindez ist ein Tupel (aq,...,ay), a; € N.
lal =2 ai
i

plal g pon

dx®  Hr Ox&n

Seien V, W — M reelle oder komplexe Biindel iiber einer Mannigfaltigkeit. Eine lineare Abbildung
P :T(V) — I'(W) heifit Differentialoperator der Ordnung < d, d € N, falls gilt

(1) Lokalitét: Fiir jedes s € T'(V') mit s|y = 0 auf einer offenen Menge U C M, ist auch (Ps)|y = 0.
(2) Sei: U — R™ eine Karte, und vy, ..., v, bzw. wy, ..., w,, auf U definierte glatte Schnitte von
V bzw. W, die in jedem Punkt eine Basis bilden,dann gibt es glatte Funktionen A;?‘k U — R,
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a Multiindex, |a| < d, so dass fiir s € ['(V) mit s = > s/v; gilt

lal
(2.1) P(s)lo= Y > A% (gWSJ> wg.

la|<d 7,k

Beispiele. d und § sind Differentialoperatoren 1. Ordnung, A = (d+4)? ist ein Differentialoperator
2. Ordnung, und verallgemeinerte Dirac-Operatoren sind Differentialoperatoren 1. Ordnung. Die
Differentialoperator 0. Ordnung sind genau die Schnitte von Hom(V, W) =V* @ W.

Bemerkung 2.2. Sei (Uy,,¥m)mer eine Uberdeckung von M mit Karten, und seien vJ* und w!™
auf U; definierte lokale Basisschnitte. Wenn man (2) fiir alle (U, ¥, vi, w;) nachweist, so folgt es
bereits fiir alle Karten und lokalen Basisschnitte.

PROPOSITION 2.3. Sei g eine riemannsche Metrik auf M. Die Biindel V und W mdogen Metriken
(-, )v und (-, -yw tragen. Dann gibt es zu jedem Differentialoperator P : T'(V) — T'(W) der Ordnung
d, einen eindeutigen Differentialoperator P¥ : T (W) — T\(V) der Ordnung d, so dass

/ <P§07¢>W dVOlg = / <§0,P#’l,[}>\/ dVOlg
M M

fir alle € T'(V), b € T'(W), wobei supp ¥ oder supp ¢ kompakt ist.

Der Beweis soll hier nur skizziert werden. Die Eindeutigkeit sieht man leicht. Um die Existenz zu
zeigen, definieren wir den Operator zunéchst in einer kleinen Karte. Auf Grund der Eindeutigkeit,
kénnen wir die verschiedenen Karten-Definitionen zu einer globalen Definition zusammenkleben.

Definition 2.4. Der Operator P# heiit der zu P formal adjungierte Differentialoperator. Gilt
P = P#, s0 heifit P formal selbst-adjungiert.

Offensichtlich gilt P## = P.

THEOREM 2.5. Verallgemeinerte Dirac-Operatoren sind formal selbst-adjungiert.

Das Theorem folgt aus der folgenden Proposition fiir = M.

PROPOSITION 2.6. Sei W ein Clifford-Biindel. Seien ¢, € T' (W), Q ein Gebiet mit (stickweise)
glattem Rand, supp ¢ Nsupp ¥ N Q kompakt. Dann gilt

/ (D, ) dvol, — / (¢, Dap) dvol,, = / (Wb - o, 1) dvol,,.
Q Q o0

In der Proposition bezeichnet * die nach auien gerichtete Normalen-1-Form, d.h. v = g(v,.) fiir
den nach auflen gerichteten Einheitsnormalen-Vektor v.

Beweis. Sei g, € T'(W) wie oben. Definiere das komplexifizierte Vektorfeld X (X € I'(T'M)®@grC)
durch

w(X) =(w-p,¢) Yw e T'(T*M).
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Wir wollen div X in p € M berechnen. Dazu nehmen wir einen orthonormalen Rahmen ey, ..., e,
in einer kleinen Umgebung von p mit (V.,e;), = 0. Wir rechnen dann

O, (w(X)) = (Ve,w)(X) + w(Ve, X).

Wir setzen w = eé’ und berechnen die Divergenz in p

divX = Y ef(VeX)=)" 0@(6?()())—(&;52)()()

= ) e, (e) . )

= Y Al Ve, )+ (el -0, Ve )
= D (Ve ) =Y (o€l Vo)
= (D, ¥) — (@, D).

Man beachte, dass die Endterme dieser Gleichungeskette unabhéingig von der Wahl des synchronen
Rahmens sind. Insofern gilt div X = (D, ) — (p, D) in allen Punkten von M.

Wenden wir nun den Divergenzsatz

/ div X dvol, = / v (X) dvol,
Q o2

an, so folgt die Behauptung. O

FOLGERUNG 2.7. Das Kodifferential § ist formal adjungiert zu d. Auf k-Formen einer n-dimensionalen
Mannigfaligkeit gilt deswegen § = (—1)" 7+« dx ]

Beweis. Das Kodifferential § bildet k-Formen auf (k — 1)-Formen ab. Schreiben wir d 4+ ¢ in
Blockmatrix-Gestalt, wobei die Zeilen und Spalten den Formen-Graden entsprechen, so gilt

0 ¢ 0 d*
d 0 ¢ S# 0 d*
#
d+6= d 0 (d+0)* = om0
) oo d#
d 0 5% 0

Da verallgemeinerte Dirac-Operatoren formal selbstadjungiert sind, folgt § = d#* = (—1)"*+n+!
dx. O

Worzeichen!!
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Um das Bild abzurunden erwdhnen wir hier noch:
PROPOSITION 2.8. Fir alle Vektorfelder X auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit gilt:

divX = —6X°.

Beweis. Der Beweis erfolgt mit einem orthonormalen Rahmen ey, ..., e,.
= D (0 (X"e) = X"(Veie0))

i

> 9(Ve, X, €;) = div X.

3. DER BOCHNER-TRICK

Ziel: Vergleiche V#V mit D?.

LEMMA 3.1. Sei W ein (reelles oder komplexes) Vektorbiindel mit einem metrischen Zusam-
menhang. Sei V¥ : T(T*M @ W) — T'(W) der formal adjungierte Operator zu V : T(W) —
D(T*M @ W). Sei ey, ..., e, einen lokaler orthonormaler Rahmen, der synchron in p ist. Wenn
wir einen Schnitt p € D(T*M @ W) lokal als olu = 3_; e? ® @, schreiben so ergibt sich in p

(v#@)p = Z (Vejgoj)p

Beweis. Sei ¢ € I(W), o =3, et @ p; e T((T*M @ W)|U) mit supp ¢ Nsuppyp kompakt. Sei X
das komplexifizierte Vektorfeld, so dass

w(X) = (we, )

fiir alle 1-Formen w. Wir rechnen
Oe;(W(X)) = (Ve,w)(X) —w(Ve, X)
und
(divx), = 3 e(v.x),

> 06 (el (X))p =D Oe.(e] @0, )
> 0, (0, 1)
> (Veth, i) + (¥, Ve,0i)
(V) 0) + (1, Y Ve,00)
Mit [,, div X dvoly = 0 folgt die Behauptung. 0
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PROPOSITION 3.2 (Bochner-Formel). Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, W ein
Clifford-Biindel iiber M. Sei D der verallgemeinerte Dirac-Operator, und RV die Kriimmung des
Biindels W. Dann gilt fiir alle ¢ € T(W)

D*p = V#Vp + K(p),

wobei der Kriimmungsendomorphismus K lokal definiert gegeben ist durch

Ze RW (ei, ).

i<j

Der Krimmungsendomorphismus KC ist ein symmetrischer | Endomorphismus.

Beweis. In p € M nehmen wir einen in p synchronen Rahmen und rechnen:

D%y = Ze Ve]go)

= Ze b VEIV (,0+Ze (veivej _ve]'vei)<p

1 1<j

= V#Vp+ Z el ez’» “RW (es,ei)p

i<j

Da sowohl D? als auch V#V formal selbstadjungiert sind, ist auch K symmetrisch. |

KOROLLAR 3.3 (Bochner-Trick). Sei M eine kompakte zusammenhingende Riemannsche Man-
nigfaltigkeit mit Clifford-Biindel W .

(1) Gilt fir allep € M und w € W), dass (Kw,w) > 0, so ist jedes ¢ € ker D parallel.
(2) Gibt es zusdtzlich ein p € M mit

(Kw,w) >0 Yw € Wy, w # 0,

so ist ker D = {0}.

2Wir verwenden den Begriff “symmetrisch” im Sinne der Funktionalanalysis, d.h. im Sinne von (Az,y) =
(z, Ay) = (Ay,z) fiir alle z,y im Definitionsbereich von A. Dies entpricht dem Begriff “hermitesch” der Linea-
ren Algebra. [HSZI]
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Beweis. Zu (1): Sei Dy = 0.

0 = (D, D) dvol,

D%, ) ) dvol,

Il
:\:

= / (V#Vp, o) dvol, —l—/ (Ko, ¢) dvol,
M M

= / (Vo, V) dvolg—|—/ (K, @) dvol,
MN——— M ~——

>0 >0

Wir schlieflen daraus, dass Vo = 0 und (K¢, ¢) = 0. Im Fall (2) folgt aus letzterem ¢(p) = 0. Da
¢ parallel, ist seine Linge konstant. Im Fall (2) also ¢ = 0. O

Im Falle des Dirac-Operators d+ 9 auf den Formen kénnen wir diese Aussage noch verstéarken. Man
beachte hierzu, dass der Hodge-Laplace-Operator A := D? = (d+6)? = dd + dd den Formen-Grad
bewahrt. Wir erhalten somit

KOROLLAR 3.4 (Bochner-Trick fir k-Formen). Sei M eine kompakte zusammenhdngende Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit. Sei KF der Krimmungsendomorphismus von N*T*M, eingeschrinkt
auf die k-Formen.

(1) Gilt (KFw,w) >0 Vp € M,w € W, so ist jedes o € ker(d + §) NT(A*T*M) parallel.
(2) Gibt es zusdtzlich ein p € M mit

(KFw,w) > 0 Yw € Wy, w # 0,
so ist ker(d + 0) NT(A*T*M) = {0}.

Beweis. Wie oben. O

Wir werden diese Technik spéter verfeinern, und die Liicke im Spektrum um die 0 genauer zu
bestimmen.

Ubung: Berechnen Sie K.

4. ANALYSIS VON DIRAC-OPERATOREN UND ELLIPTISCHE THEORIE
In diesem kapitel werden uns einige Begriffe und Sétze aus der Funktionalanalysis begegnen. Das
meiste, was wir benstigen werden, kann zum Beispiel in [HS71] gefunden werden.

In diesem Kapitel ist (M, g) immer eine kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei zunéichst W
ein reelles oder komplexes Vektorbiindel iiber M mit Metrik und metrischem Zusammenhang.
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Definition 4.1. Sei I'cr (M, W) der Vektorraum der k-mal stetig differenzierbaren Schnitte von
W. Wir schreiben auch oft C*(M, W) oder C¥(W), falls aus dem Kontext heraus klar ist, dass
Schnitte von W — M gemeint sind. Fiir ¢ € C*(M, W) definieren wir

j—mal

—
lloll o = max max V... Vo)

Bemerkung 4.2. Ist P ein Differentialoperator der Ordnung m € N, dann ist

C*(M, W) — C*™(M, W)
beschrankt.
(CE(M,W),]|| - |lcx) ist ein Banach-Raum. Es wird aber hilfreich sein, mit Hilbertriumen zu
arbeiten. Wir fithren deswegen die Sobolevraume W ein. Wir werden hierfiir zunéchst auf dem
n-dimensionalen Standard-Torus arbeiten, Sobolevraume H, definieren, und wichtige Sitze zeigen,
und diese Definitionen und S#tze dann auf beliebige kompakte riemannsche Mannigfaltigkeiten

hiniiber transportieren. Wir betrachten nun den Standard-Torus 7" = R"™ /(27 Z)". Die von den
Standard-Koordinaten des R™ induzierten Koordinaten nennen wir 1, ..., T,.

Definition 4.3. Eine formale Fourier-Reihe ist eine Familie {u¢ | € Z"}, ue € C, die wir in der

Form
u = Z u5ei<m’5>
EeZn
schreiben und interpretieren wollen.

Wir definieren das Sobolev-s-Skalarprodukt fiir s € R
(u,v)s := Z (1+ |§|2)Su§ﬁg,
£ezn

das fiir alle formalen Fourier-Reihen u, v definiert ist, fiir die die Reihe konvergiert.
Die Sobolev-s-Norm ist dann definiert als

lulls == v/(u,u)s € RZ U {co}.

Der Sobolev-Raum Hg auf 7" ist die Menge aller formalen Fourier-Reihen w auf T™, fiir die
llul|s < oo.

LEMMA 4.4. (Hy,|| - ||s) ist vollstindig.

Beweis. Sei (ug)g eine Cauchy-Folge in Hy. Fiir jedes € > 0 gibt es also ein N > 0, so dass
lup —wlls <e  VEk,I>N.
Fiir festes £ € Z™ gilt somit:

llur — wills - €
(T4 €12)5/2 ~ (1 +[¢[2)s/2

[ur,e — ujel <
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und somit ist (ug ¢ ) eine Cauchy-Folge. Wir setzen vg := limy_, o0 ug ¢. Zu zeigen ist nun |luy — v||s — 0.
Zunichst gilt

ke —vel? < (Jure — wrel + |ure — vel)® <2 (June — el + lure — vel?) .

Fir R > 0 gilt somit

Z (14 1€%)% Jug g — vel®

E|<R
< 23 (LH[EP) June —wel* +2 D A+ [EP) e — vel?
€I<R €|<R

<e? fiir geniigend grofles | = (R, €)
< 20jup — w4 2€% < 4é?

fir £ > N(e). In den letzten beiden Ungleichungen miissen wir I von R abhingig wihlen, die
Gesamt-Ungleichung gilt aber fiir alle k¥ > N(e€) gleichméilig in R > 0. Also somit

lug — v]|s < 2e.

O
LEMMA 4.5.
cHT™) — Hy
f ngeim@
Eezn
mit

fe=(2m)™" f(x)e ™8 dvol, (x)
Tn

ist injektiv und beschrinkt.

Beweis. Die Funktionen ¢¢ : = +— e®€) bilden eine Hilbert-Raum-Basis des Hilbert-Raums
L?(T™) der komplex-wertigen L2-Funktionen, versehen mit dem (reskalierten) L2-Skalarprodukt

(f1, f2) = (@2m)™" - fifo.

In Folge dessen gilt die Parsevalsche Gleichung fiir alle f € L?(T™):

en [ 7= Y see

gezn

fer=@m)7" [ fla)et e,

Tn
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Daraus folgt nun die Aussage wie folgt im Fall & = 0:

11 = 3 14 = e~ [ 112 < 111

¢ezn

Wenn f im Kern liegt, so folgt daraus [|f|? = 0, und da f stetig ist, bedeutet dies f = 0. Die
Injektivitéat folgt somit fiir £ = 0 und deswegen auch fiir alle k.

Fiir den Fall £ > 0 berechnen wir zunéchst

(ﬁ) = ﬁ(m)e—m@
3

OxJ pn 0TI

= —(2r)™" Tnf($)<_i€j)€_i<w’€>
= i&fe

ole
— gojlal
(3x°‘ )5—5 e

DI < A+ P <Cr D17

Durch Induktion zeigen wir daraus:

wobei £¥ 1= £ - - €0,

la] <k lal<k
Somit
2
4.6 ﬁ 2m) | £
(4.6) Yolla=sl < oI
|a| <k
alel 17
< G ) |5
lal<k
alel
< Gy 5=
la| <k ce
< CHIFIEw

Aus dem Beweis kénnen wir sogar noch einige Folgerungen ziehen:

FOLGERUNGEN 4.7. 1.) C*°(T") liegt dicht in Hy

2.) Hy= L*(T")

3.) Firk € Nist | - ||y dquivalent zu Y2, < ‘ %f’ L2

4.) Ist P : C(T™) — C°°(T™) ein Differentialoperator der Ordnung k, dann setzt sich P zu einer
beschrinkten linearen Abbildung Hs — Hg_y, fort (fir alle s € R).
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Beweis. 1.) Die (endlichen) Teilsummen der Fourier-Reihen liegen dicht in H,. Da die endlichen
Summen aber Bilder glatter Funktionen sind, ist das Bild von C*°(T™) dicht.

2.) Die Abbildung des Lemmas bewahrt die L?-Norm bis auf eine Konstante. Wir sehen also, dass
H, die L?-Vervollstindigung der glatten Funktionen ist.

3.) folgt aus (£.Q)
4.) jetzt klar |

SATZ 4.8 (Sobolevscher Einbettungssatz fiir T"). Sei s > n/2. Dann konvergiert jede formale
Fourier-Reihe w € Hyy4 in der C*-Norm und die Abbildung
Hyys — c* (")

ist injektiv und beschrdnkt.

Beweis. 0.B.d.A. sei k = 0.
Seiu€ ), uge®8) € H,. Setze Sg = Z|§|§R“§6i<"§> € C=(T™). Fir R < R’ gilt
|Sr(z) = Sre(@)] <Y Jugl

|€I>R
S (1+ J¢[2)"
asn (+1ER)7”

1/2 1/2

> 1+ ) fuel? S+

l€I=R l§I=R

IN

<llulls
Mit Hilfe des Integralreihen-Kriteriums sieht man nun, dass
(4.9) Ci= > (1+¢7) " <oo,
|glezn

da s > n/2. Es folgt daraus, dass (Sg,|R; — oo) eine Cauchy-Folge in C°(T™) ist. AuBerdem sehen
wir (R =0, R’ — ), dass dann die Abbildung beschrinkt ist.

Die Injektivitét ist klar. m]
SATZ 4.10 (Rellichscher Einbettungssatz). Fiir sy < sy ist die Einbettung Hs, — H,, kompakt.

Beweis. Sei (uy)x eine beschriinkte Folge in Hs,, d.h. es existiert ein C mit
luklls, <C k.
Fiir festes £ € Z™ bildet (ux,¢)r eine beschrénkte Folge in C.
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Zu gegebenem € > 0 wahlen wir R so grof}, dass
1

T pionsz—s1 <€
(1+1€12)
und erhalten somit

Jug — w2,
= > (4 1EP) fure —wel*+ D> T (14 1¢%)™ Jun,
€I<R \£\>R;|§‘,_,

<e fir k,I>N(e,R) >

IN

€+ €llug — ulH?2 <1+ 402) €
O

Wir wollen nun die Definitionen, Normen und Ungleichungen auf eine beliebige kompakte Rie-
mannsche Mannigfaltigekeit mit einem Vektorbiindel 2 — M iibertragen. Sei k € N. Wir wihlen
hierzu eine offene Uberdeckung Uy, ..., U, von M und Diffeomorphismen

p; U =V, CT™.
Auf jedem U; wihlen wir eine Trivialisierung von E, d.h. eine Abbildung +; : Ely, — C™,
Y = ( . ,wm) Wir wahlen eine zu Uy, .. ., U, passende Partition x; der Eins.
Deﬁnltlon 4.11. Wir setzen nun fiir alle w € C*°(E) die Sobolev-k-Norm auf M

[wl]7 ¢=ZZIW w) o ¢ &

j=11=1

Durch Interpolation erhalten wir auch das Sobolev-k-Skalarprodukt. Der Sobolev-Raum W*(E) ist
die Vervollstindigung von C*°(E) bzgl. || - ||x-

Die Norm ist bis auf Aquivalenz nicht von der Wahl der U i, @5, ¥; und x; abhéngt. Dies folgt aus
Ubung 1 Blatt 3 und einigen darauf aufbauenden Rechnungen, die fiir £ € N gut funktionieren.
Insbesondere folgt dann auch Hjy, = W¥*(T™).

Bemerkungen 4.12. 1.) Ist P : C*°(E) — C*(F) ein Differentialoperator der Ordnung m, dann
setzt sich P zu einer beschrinkten Abbildung

P:WH™E) - WFF)
fort. Insbesondere ist dann auch die Formel in Propososition R.J fiir alle ¢ € W%(E) und
Y € WAF) giiltig.
2.) Die Identitéit setzt sich zu einer beschrinkten injektiven Abbildung
CH(E) — WH(E)
fort.
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3.) (Sobolev) Fiir s > n/2, s € N setzt sich die Identitdt auf C*°(E) zu einer beschrinkten
injektiven Abbildung

Wk-i—s(E) N Ck(E)
fort.
4.) (Rellich) Fiir s; < s setzt sich Idge(p) zu einer kompakten injektiven Abbildung

W2 (B) — W (E)

fort.

5.) Ngen WH(E) = C=(E).
6.) Wihle einen Zusammenhang V auf F und eine Metrik. Sei k¥ € N. Dann sind die Normen

k
ol =3 1. Gl
=0 ;_mal

zu || - ||k dquivalente Normen.

Einschub: Getwistete Clifford-Biindel. Sei W ein Clifford-Biindel iiber der riemannschen
Mannigfaltigkeit (M, g). Sei E ein weiteres reelles oder komplexes Vektorbiindel iiber M mit einer
Metrik und einem metrischen Zusammenhang (wir fordern nicht, dass es eine Cliffordmultiplikation
auf E gibt). Dann ist auch W ® E ein Clifford-Biindel, wobei W ® E die Tensor-Metrik und den
Tensor-Zusammenhang triagt, und die Clifford-Multiplikation ist gegeben durch

a-(wee)=(a-w)e.
Wir nennen W ® E das mit E getwistete Clifford-Biindel.

Der zugehorige Dirac Operator erfiillt:
DVOE(wge) = Ze?-vej(w(@e)
= Ze?-(vejw(@e—i—w@Veje)
= (DWw)®e+Ze?~w® Ve,e

KYeE(wwe) = Ze? . e? “RV®E(e; ) (we)
1<j
= Ze? . e? (R (es,e5)w® e +w® RP(e;,¢5)e)
1<j
= (K"w) ®e+Ze§’~e? cw® RE(e;,e;)e
1<j
Diese Twist-Operation ist in vielen Anwendungen sehr wichtig: im Standard-Modell der Physik
(oder auch in der Elektrodynamik) wird der Dirac-Operator mit einem Biindel getwistet, wobei
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die Kriitmmung des Biindels den Eichfeldern entpricht. Auch in dieser Vorlesung werden sie noch
wichtig werden.
LEMMA 4.13 (Twist mit dem Tangentialbiindel). Sei W — M ein Clifford-Biindel und D der
Dirac-Operator. Sei DV ®T™M der Dirac-Operator des mit T* M getwisteten Clifford-Biindels. Dann
gilt
DVET™M oy — Vo Dp = Z el - R (e;,ej)p ® eg’-
i,j=1

fiir einen lokalen orthonormalen Rahmen ey, ..., e,.

Die rechte Seite der Gleichung ist zunéchst nur lokal definiert. Man sieht aber leicht durch Nach-
rechnen, dass der Ausdruck der rechten Seite nicht von der Wahl des orthonormalen Rahmens
abhiingt, also global definiert ist. Etwas eleganter siecht man dies, indem man R" als Element von
T*M@T*M @ W — W interpretiert. Dann ist

T*M @ W 3 (id®cl) o RV = Z e’ @ (5 R (es,¢;))

1,j=1

bis auf ein Vorzeichen und Vertauschung der Reihenfolge gleich der rechten Seite. Offensichtlich
ist (id ®cl) o R" unabhiingig von der Wahl der e;.

Beweis des Lemmas. Nach dem soeben gesagten kénnen wir annehmen, dass ey, ..., e, ein ortho-
normaler Rahmen ist, der in p € M synchron ist. Wir rechnen fiir ¢ € COO(W)

DW@T*MOVQD_VODQU — ZDW@TM( el§0®e Zv

[

= Z ((6? ' vejv%(p) e - 6 velvejgp ® e, )

> e RV (ej,e)p el
i,
Man beachte, dass diese Gleichungskette nur im Punkt p gilt. O

Ende des Einschubes

Sei nun W — M ein Clifford-Biindel iiber der kompakten riemannschen Mannigfaltigkeit M. Den
dazugehorigen (verallgemeinerten) Dirac-Operator bezeichnen wir mit D.

PROPOSITION 4.14 (Garding-Ungleichung). Es existiert eine Konstante C > 0, so dass
lelly < C ([lello + 1Dello) Ve € CF(W).

Beweis. Aus der Bochner-Formel
20 =V#Vp+ Ky
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folgt
IVelld = (V#Ve, )0 = (D0, ¢)0 — (Ke,9)o < | Dolld + C'[loll3-
O

PROPOSITION 4.15 (Elliptische Abschétzungen). Es existieren Konstanten Cy,C}, > 0, so dass
lelle < Ck (llello + 1Dgllo + - - + 1D*¢llo) < Crllllx-

Beweis. Die rechte Ungleichung ist bereits klar. Zu zeigen ist also die Existenz von Cy. Fiir k =1
ist dies gerade die Garding-Ungleichung. Fiir alle k£ > 1 zeigen wir die Behauptung durch Induktion
iiber k. Nach Induktionsvoraussetzung gelte die Aussage fiir k — 1 fiir alle Clifford-Biindel.

lelle < Cu{llello + IVellk-1}
< G {llello +1IVello + 1DVello + -+ [ID* 'Vl }
< Cs {llelli-1 + Vel + [VDello + -+ + [VD*gllo}
< Cu (llello + [1Dgllo + - + 1D ¢]o)

Die zweite und letzte Ungleichung beruhen auf der Induktionsvoraussetzung. In der dritten Un-
gleichung haben wir D" und V vertauscht, und nach Lemma (f.13) wissen wir

DIV D" — DD gl = [|D*(DV — VD)D glo < '@l
O
Definition 4.16. Seien Hi, H, Hilbert-Rdume, D C H;j ein dichter Unterraum. Ein linearer
Operator A : D — Hj heifit unbeschrinkter Operator. Der Graph von A ist
I'y= {(x,Ax) I.Z‘ S D} C Hy & H,.
Der Operator A heif3it abgeschlossen, falls der Graph I' 4 abgeschlossen ist.
Uberall definierte Operatoren (D = H;) sind genau dann stetig, wenn sie abgeschlossen sind. Unser

wichtigstes Beispiel ist H; = Hy = L?, D = C°°(W) und A eine Differentialoperator, insbesondere
A=D.

LEMMA 4.17. Sei M kompakt und P ein Differentialoperator auf M. Der Abschluss des Graphen
Tp in L? @ L? ist wieder ein Graph.

Die lineare Abbildung die durch T p beschrieben wird, heiit der Abschluss von P.

Beweis. Sei (0,y) im Abschluss von I'p. Dann gibt es eine Folge (z;) in C* mit (z;, Px;) — (0,y)
in L? ¢ L?, also z; — 0 und Pz; — y in L?. Es folgt fiir alle glatten ¢:

(xj,P#cp)Lz — 0

(Pzj, @)z — (4,912
Da die glatten Schnitte dicht liegen, folgt y = 0. a
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Bemerkung 4.18. Sei P ein Differentialoperator der Ordnung k. Dann ist der Sobolevraum W*
im Definitionsbereich des Abschlusses von P enthalten.

Ein Unterraum eines vollstindigen metrischen Raumes ist genau dann abgeschlossen, wenn er
vollstéindig in der induzierten Metrik ist. Sei A : D C H; — Hs ein unbeschrinkter Operator.
Wir folgern, dass A genau dann abgeschlossen ist, wenn der Graph in der induzierten Topologie
vollstéindig ist. Vermoge des Isomorphismus D — I'4 definiert die induzierte Norm eine Norm auf
D, die Graphen-Norm auf D

el = el + 1Al -

Beispiel. Die Garding-Ungleichung fiir Dirac-Operatoren besagt, dass die Graphen-Norm dquiva-
lent zur W!-Norm ist. Insofern ist die stetige Fortsetzung von D zu einer Abbildung W (W) —
L?(W) ein abgeschlossener Operator, und stimmt deswegen mit dem Abschluss von D iiberein,
also D = WY(W) C L*(W).

Definition 4.19. Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit. Sei P ein Differentialoperator der Ord-
nung m, der Schnitte von E — M auf Schnitte von F — M abbildet. Sei f € L?(F). Man sagt,
die Differentialgleichung Pu = f ist

(a) im klassischen Sinn erfiillt, falls u € C™(E), f € C°(F), und Pu = f,
(b) im starken Sinn erfiillt, falls es u; € C™(E) gibt mit u; — v und Puj — f in L?
(c) im schwachen Sinn erfiillt, falls (u, P# ) = (f,¢)o fiir alle ¢ € C(F).

Offensichtlich ist (b) dquivalent zu (u, f) € I'p, oder anders ausgedriickt: (b) besagt, dass u im
Definitionsbereich des Abschlusses von P liegt, und der Abschluss von P die Funktion u auf f
abbildet. Es ist deswegen klar, dass aus der Giiltigkeit im klassischen Sinn, die Giiltigkeit im
starken Sinn folgt. Ist andererseit u eine starke Losung, so folgt
(U,P#(p)o — (ujvp#@)o = (PujaSD)o — (f,¢)o-

Also ist auch u eine schwache Losung.

Wir wollen nun umgekehrt zeigen, dass im Falle des Dirac-Operators jede schwache Losung u von
Du = f bereits eine starke Losung ist.

PROPOSITION 4.20. Ist fir u, f die Gleichung Du = f im schwachen Sinn erfillt, so ist sie
auch im starken Sinn erfillt.

Definition 4.21. Sei M kompakt. F, F' Biindel iiber M. Sei 71,5 : M x M — M die Projektion
auf die erste bzw. zweite Komponente. Eine lineare Abbldung

A: L*(E) — L*(F)
heifit Gldttungs-Operator, falls es einen glatten Schnitt k£ von #f F @ w5 E* gibt mit
(4e)(e) = | Kap)ota) dvol(y).

Solch ein k heif3t Gldttungskern.
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Bemerkung 4.22. Fiir Glittungsoperatoren A gilt A(L?(E)) C C®(F), und A : L*(E) — C*(F)
ist fiir alle k beschrénkt.

Definition 4.23. Sei nun F = F. Eine Familie {F | € € (0, €]} von selbstadjungierten Glattungs-
operatoren heiflt Friedrichs-Gldtter, falls gilt

(1) F.: L? — L? ist gleichméBig in € beschrinkt,

(2) [B,F] : L? — L? ist gleichméBig in € beschriinkt fiir alle Differentialoperatoren B der
Ordnung 1,

(3) F. konvergiert in der schwachen Operator-Topologie gegen id, d.h. fiir alle u,v € L? gilt

(Feu,v)o — (u,v)o fiir e — 0.
LEMMA 4.24. Auf kompakten Mannigfaltigkeiten existieren Friedrichs-Gldtter.

Beweis (Skizze). Sei €y der Injektivitdtsradius von M. Wihle eine glatte Funktion x : R — R mit
X >0 x(t) =0 falls t > 1, die konstant ist in einer Umgebung von 0 und

1
/ Xt dt =1/ vol(S™ ).
0
Dann gilt [p, x(|z|) dz = 1. Wir definieren fiir d(z,y) < €
ke(xa y) = €—n X(d(.’IJ, y)/E)PI;lH

wobei P, , der Paralleltransport langs der Kiirzesten von y nach z ist. Fiir alle anderen z,y kann
man k. durch 0 glatt fortsetzen.

Eine Rechnung liefert dann, dass die zugehorigen Operatoren Friedrichs-Glétter sind. O

Beweis von Proposition [[.20. Sei also u, f € L?, Du = f schwach. Zu zeigen ist dann v € W1,
Daraus folgt dann nédmlich fiir alle glatten ¢, dass
(ﬁuv QO)O = (uv DSD)O = (f7 90)07
und somit Du = f stark.
Wir definieren
Ue := Feu € C°.
Fiir alle glatten ¢ gilt somit
(DU;S,QD)Q = (uevDQO)O = (uvaDQD)O

= (uvD]:e(P)O + (u, [févD]Lp)O

= (fa fe@)o + (ua [j:ev D]@)O
Daraus folgt dann (alle C; sind unabhiingig von ¢)

|(Due, ©)ol < [ flloCrllello + llulloCallello < Csliello,

also ||Ducllo < C3 und ||uello < || Feullo < Chllullo < Cy. Folglich |uclly < Cs.
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Nach [HS71, Satz 14.9] sind abgeschlossene Biille in einem Hilbert-Raum schwach folgenkompakt.
Da W' ein Hilbert-Raum ist, und u. beschrinkt in W1 ist, gibt es also eine Folge e; — 0, so dass
Ue; schwach ﬁ gegen ein 4 € W' konvergiert. Fiir jedes glatte o ist (-, ¢)o stetig auf L? und W?.
Es gibt also ein w € W mit (-, ¢)o = (-, w)1, und somit gilt fiir alle glatten ¢

(te; — @, )0 — 0.

Da u; — u, folgt hieraus (u — @, ¢)o = 0 fiir alle ¢ und somit u = . O

Wir kénnen hieraus den folgenden stérkeren Satz herleiten

SATZ 4.25 (Regularitiit der Lésungen). Sei W ein Clifford-Biindel iber einer kompakten riemann-
schen Mannigfaltigkeit M. Sind u € L>(W) und f € W*(W) und gilt Du = f schwach, dann gilt
u € WhtL,

Bemerkung 4.26. Man kann sogar auch zeigen, dass es eine Konstante C' = C' (M) gibt mit

[ullksr < Cl flx-

Beweis. Fiir k = 0 haben wir es gezeigt. Wir wollen die Aussage durch Induktion iiber k zeigen.
Wir nehmen also nach Induktionsvoraussetzung an, dass der Satz fiir k — 1 gelte, k > 1. Sei X €
I'(T'M). Man rechnet leicht nach, dass der Kommutator [V x, D] wieder ein Differentialoperator
erster Ordnung ist (entweder in lokalen Koordinaten oder indem man zeigt, dass die Hauptsymbole
von Vx und D kommutieren, denn das Hauptsymbol von Vx ist gegeben durch T"M > «a +—
a(X)1d € End(W)). Folglich sind [V x, D] und [V x, D]# = —[V%, D] Differentialoperatoren erster
Ordnung. Wir wissen bereits, dass u € W*(W) und somit Vyxu € W*=1(W). Fiir die schwache
Losung Du = f gilt:

(u, DVxp)o = (f,Vxp)o ¢ € C(W).

Wir rechnen dann nach

(Vxu,Dg)y = (u,DV%p)o+ (u,[V¥, Dlg)o
= (va7g0)0_([vX7D]uvsD)
———
EWE-1(W)

Also ist Vxu eine schwache Losung von

D(Vxu) =Vxf—[Vx,Due W1Ww),
und somit nach Induktionsvoraussetzung Vxu € W¥(W). Da dies fiir alle Vektorfelder X gilt,
folgt u € Wr+L(W). O

3Die schwache Konvergenz ist definiert als: Fiir alle w € W1 gilt (ugj — 4, w)o — 0 fiir j — 0.
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LEMMA 4.27. Setze J : L2(W) @ L2 (W) — L*(W) @ L*(W), J(u,v) = (v, —u). Dann gilt
L*(W)e L* (W) =Tp @ J(Tp).

Beweis. Man rechnet direkt nach, dass fiir jeden Differentialoperator P gilt

J(Tp) LTps.
Sei nun (u,v) L Tp, so gilt fiir alle glatten ¢, dass ((u,v), (¢, D)) = 0, also (u, ¥)o = —(v, Dp)o-
Insofern ist Dv = —u schwa_ch erfiillt, also auch stark, also v € W' und Dv = —u, also (v, —u) € T'p
und schlielich (u,v) € J(I'p). a

Sei @ nun die Verkettung
LX(W) = L*(W)® L*(W) =Tp @ J(Tp) — Tp — L*(W)

wobei der erste Pfeil die Inklusion in die erste Komponente, der zweite Pfeil Orthogonalprojektion
und der dritte Pfeil Projektion auf die erste Komponente bedeutet. Also gilt somit

u— (u,0) — (Qu, DQu) — Qu
und Qu € W (W). Nach dem vorangegangenen Lemma gibt es ein v € W(W) mit

(u,0) = (Qu, DQu) + (Dv, —v).
Wir erhalten v = Qu + Dv und v = DQu, insgesamt somit

u=(1d+D")Qu.
Offensichtlich ist (Dv, —v) die Projektion von (u,0) auf J(T'p), also sind die Abbildungen u +— Qu,
w— DQu und v — Dv = D" Qu, im Sinne von L? — L?-Funktionen beschrinkt, also
1Qulla < €5 (IQullo + IDQullo + [D°Qullo) < Callulo

also Q : L>(W) — W2(W) stetig.
Zusammen mit Rellich (Satz ) folgt, dass @ ein kompakter Operator ist, der wegen (1 +52)Q =
1 auch selbstadjungiert ist.

Wir zitieren nun den Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren (siehe zum Beispiel
[HS7T, Satz 26.3]

SATZ 4.28 (Spektralsatz fiir selbstadjungierte kompakte Operatoren). Sei H ein komplexer Hilbert-
Raum und Q : H — H kompakt und selbstadjungiert. Dann gilt

i @
AEspec(Q)

wobei Hy der Eigenraum zu A € R ist, und fir A # 0 gilt dim Hy < co. Insbesondere ist spec(Q)
abzihbar und der einzige maogliche Hdufungspunkt ist 0.
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Unser () von oben ist injektiv, also ist Hy = {0}. Wir erhalten somit eine Zerlegung on L? in

endlich-dimensionale Raume H, auf denen D~ den Eigenwert A~' — 1 hat. Offensichtlich bewahrt
D diese Zerlegung, und jedes Hy zerfillt in die beiden Eigenriume von D zu den Eigenwerten
+v/A~1 — 1. Die Eigenwert von D sind reell, da D selbstadjungiert ist. Mit dem Regularitiits-Satz
(Satz [.29) folgt, dass alle Eigenvektoren in

() WhW) = C>W)
kEN
liegen.

THEOREM 4.29 (Spektralsatz fiir verallgemeinerte Dirac-Operatoren). Sei W — M ein Clifford-
Biindel iber der kompakten Mannigfaltigkeit (M,g). Dann gibt es endlich-dimensionale Rdume
E\ C C>®(W), so dass

W)= € Es
Aespec(D)
mit Do = Ay fiir alle p € Ey. Und spec(D) ist eine diskrete Teilmenge von R, und die einzigen
potentiellen Haufungspunkte sind £oo.
PROPOSITION 4.30. Sowohl +o00o als auch —oo sind Haufungspunkte des Spektrums von D.

Beweis. Die Aussage gilt trivialerweise fiir n = 1 (Nachrechnen) und fiir orientierte 2-dimensionale-
Mannigfaltigkeiten (folgende Proposition). Wir zeigen es hier fiir n > 3. Der verbleibende Fall
n = 2, nicht orientiert, wird hier nicht gezeigt, und kann zum Beispiel aus [Barl] gefolgert wer-
den.

Sei also n > 3.

Da L?(W) unendlich dimensional ist, ist zumindest co oder —oco ein Haufungspunkt. Wir wol-
len annehmen, dass —oco kein Haufungspunkt des Spektrums ist und daraus einen Widerspruch
herleiten. Fiir +oco ist die Argumentation vollig analog.

Sei —oo kein Héufungspunkt. Dann ist das Spektrum von D nach unten, aber nicht nach oben
beschrinkt, sagen wir

(D, #)0 > Amin(p ¥)o Vo € WHW).

Wir nehmen eine offene Uberdeckung von M mit offenen Mengen Uy, ..., Uy, die alle zu einem

Ball diffeomorph sind. Wir finden auf jedem U; einen orthonormalen Rahmen €7, ..., eJ. ﬁ Sei x;

eine Partition der Eins, passend zur Uberdeckung U;. Wir setzen

vi . X; eg auf U;
! 0 sonst

4Der Beweis der Vorlesung enthielt einen kleinen Fehler, der hier korrigiert wird.
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Sei nun Dy = Ap. Wir rechnen nun zunéchst
D (Y70, Y7 - 9)o = nle, ¢)o-
4,J

Es gilt dann zum einen
Z(DY; 0, Y 0)o = nAmin(p; ¢)o-
i,
und zum andern
D (DY - p,Y] 0o
,J

= D (e V(Y7 -9V o)

5,k
< YV V0¥ oo+ Clel?
.5,k
= =) (Y e -Vao.Y] 9o+ (Y -e Ve, Y o)+ Clol
i,5,k Jy
itk

= —(n—2)(Dp,p)o + C||

Insgesamt folgt
(n—2)A < C — nAnin-
Da wir C' unabhéingig von A wéihlen konnten, erhalten wir fiir geniigend grofies A einen Widerspruch.
O

PROPOSITION 4.31. Ist die Dimension von M gerade und ist M orientiert, so ist das Spektrum
von D symmetrisch, d.h. ist X ein Eigenwert, so ist auch —\ ein Figenwert und die Dimensionen
der Eigenrdume stimmen tberein.

Zuniichst iiberlegen wir, wie wir eine Clifford-Multiplikation fiir Formen erkliren. Sei o € T'(AFT, o M)
und ¢ € W,. Wir schreiben lokal

_ b b
o= E Oy i€y N oo N Eg

i< <
fiir einen lokalen orthonormalen Rahmen ey, ..., e, von T, M. Dann definieren wir
. b b
a-pi= E Qi oy €y * o v " €5 D
i <o <dg

Diese Definition ist uabhéngig von der Wahl der Umgebung und ist deswegen global definiert. Wir
erhalten somit eine glatte bilineare Funktion

NTIM x W, — W,
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Sei M orientiert. Die Volumenform ist dann lokal w = e} A ... A€,
orientierte Orthonormalbasis ist. Man rechnet nach, dass

n(n+1)
2

wobei eq,...,e, eine positiv
wew = (1),

Wir definieren das komplexe Volumenelement als

In den Ubungen zeigen wir das Lemma:
LEMMA 4.32.
D(we - ¢) = (=1)"we - (D).

Beweis von Proposition [[-3]. Es gelte Dy = Ap. somit folgt also
D(we - ¢) = (=1)"we - (D) = —Awc - ¢

Zum Abschluss noch eine Proposition, die im néchsten Kapitel wichtig werden wird:
PROPOSITION 4.33. Es gilt im D|c~ @ ker D = C° (W) und die Summe ist orthogonal.

Beweis. Offensichtlich bestehen beide Summanden aus glatten Schnitten, und die Summe ist
direkt. Zu zeigen ist also, dass sich jeder Schnitt in C*° (W) zerlegen ldsst. Hierzu schreiben wir

e= > @rn  Dpr=px
A€spec(D)

Wir setzen ¢ := >\ # 0%90 A- Diese Reihe konvergiert, und D kann gliedweise reingezogen werden,
also

D+ ¢ = .

5. HODGE-THEORIE

Im folgenden sei immer (M", g) eine kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand. Das
punktweise Skalarprodukt bezeichnen wir mit (-, -) und das L2- bzw. Sobolev-0-Skalarprodukt mit

('a )
Definition 5.1. Seien Sy, ..., Sy komplexe Vektorbiindel iiber M zusammen mit Differentialope-
ratoren d; : C*°(S;) — C*°(S;41) mit d;j11 o dj = 0 heifit Dirac-Komplez, falls S = @;V:o S; eine
Clifford-Biindel-Struktur triagt, so dass fiir den zugehorigen Dirac-Operator gilt

D=d+d".
Beispiele. 1.) S; = AJT*M, d; sei die dufiere Ableitung.
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2) So = Agerade N1 und S, = AungeradeT*M,
do = d|ygeraders pr + (d| pungeraaeqapr)” .

Der zugehorige Dirac-Operator heifit Euler-Operator.
3.) Signatur-Operator, Dolbeault-Operator, klassischer Dirac-Operator (= Atiyah-Singer-Operator),
spinc-Dirac-Operator (kommt spéter).

Die j-te Kohomologie des Komplexes definieren wir als
ker dj

im dj—l

Hj(S’*,d*) =

Harmonische Schnitte sind definiert als die Elemente von
H = {p € C=(8))| Dy = 0} = {p € C(S;) | D*p = 0}.

THEOREM 5.2 (Hodge-Theorem). Sei M kompakt mit Dirac-Komplex. Dann ist die kanonische
Abbildung

®:H — HI(S,,d.)

eine Isomorphismus.

Beweis. Nach B33 wissen wir bereits dass
C*(8) = ker(D) @ im(D|g==(s)),
und die Zerlegung ist orthogonal. Der erste Summand ist gerade ker(D) = € H,. Ebenso splittet
im(D|¢e(s)) beziiglich der Graduierung von S = P S;. Fiir ¢ € I'(Sj_1) und a € T'(S;11) gilt
(dg, d*a) = (d*¢p,a) = 0,
d.h. als orthogonale Summe haben wir
im(D|c~) NT(S;) =imd;_1 ® imdj.
Wir sehen kerd; = imd;_; @& H; orthogonal, also folgt die Aussage. |

FOLGERUNG 5.3.
dim H? < .
Beispiele. (1) S; := AJT*M. Dann heif}t HéR(M, R) = HJ deRham-Kohomologie von M. Au-
Berdem heiflt b;(M) :=: dim HgR(M, R) die j-te Betti-Zahl.
(2) Gilt M kompakt und ric > 0, so folgt daraus K (X, X) > 0 fiir alle X # 0, d.h. ker D|p17+5; =
{0}, also by (M) = 0.
SATZ 5.4 (Poincaré-Dualitét). Sei M™ kompakt orientiert. Die Abbildung

S:HE(M,R) x HIZF(M,R) — R
(@18) = [ ang



26 BERND AMMANN, WS 2002/03

st eine nicht ausgeartete Bilinearform. Insbesondere gilt
bi,(M) = by (M).
S heiffit Schnittform.

Beweis. S ist wohldefiniert (Ubung).... O

6. ETWAS DARSTELLUNGSTHEORIE

6.1. Darstellungstheorie der Clifford-Algebren. Sei (V,g) ein euklidischer Vektorraum der
Dimension n. Wir wollen nun die Struktur der Clifford-Moduln klassifizieren. Sei

Cl(V,g) :=CI(V,g) ®r C
die komplexifizierte Clifford-Algebra. Die Multiplikation in Cl(V, g) bzw. Cl(V, g) bezeichnen wir
mit -

Nach den Bemerkungen aus dem ersten Abschnitt wissen wir, dass jeder Clifford-Modul W einen
Algebra-Homomorphismus CI(V,g) — End(W) induziert, und umgekehrt definiert jeder solche
Algebra-Homomorphismus eine Multiplikation V @ W — W, die die Clifford-Relationen ([*3)
erfiillt.

Es gilt deswegen die Algebren-Homomorphismen CI(V, g) — End(W), also die Darstellungstheorie
der Clifford-Algebren zu studieren.

Fiir viele Uberlegung kann man 0.B.d.A. V' = R", versehen mit der euklidischen Metrik, annehmen.

Wir konstruieren zuniichst induktiv (wie in den Ubungen) (komplexe) Clifford-Moduln fiir R”. Fiir
n =1 definieren wir

21 =C
und die Clifford-Multiplikation ist
e1 - @ = —ip.

Dies ist offensichtlich ein Clifford-Modul der komplexen Dimension 1 fiir R'. Ein anderer Clifford-
Modul ist gegeben durch

S = C, e1°p == ip.
Es gilt we|s, = Id und wc|§1 = —Id, insbesondere sind die beiden Clifford Moduln ¥; und $ nicht
isomorph. 31 bzw. 51 heiBt die positive bzw. negative Spinor-Darstellung der Clifford-Algebra.

Wir definieren nun induktiv auch fiir alle hoheren n die Spinor-Darstellungen, und zwar fiir gerade
n einen Clifford-Modul X,,, und fiir ungerade n zwei Clifford-Moduln ¥,, und X,,.
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Schritt von n auf n + 1 fiir ungerade n: Wir setzen ¥, = X, @ f)n, und die Clifford-
Multiplikation ist hierauf definiert als

R @(S,08,) — .05,
ep-(01,00) = (ex-on,e'02)  k=1,...,n
ent1 - (01,02) = (—02,01)
Schritt von n auf n + 1 fiir gerade n: Wir setzen ¥, 11 := inH := Y, und

R+ X, — X,

€k 'ntl1 0 = €pno k=1,...,n
€nt1 -0 = WC,n0

€k'nt10 = —€kpn O k=1,...,n
ent1'0 = —lWC,0

Offensichtlich gilt dim %,, = 2[*/2]. Und fiir n ungerade gilt wely, =1d und w(c|§n = —1Id.

SATz 6.1 (Klassifikation der Clifford-Moduln fiir n = 2m). Sei n gerade. Dann gibt es zu jedem
Clifford-Modul W einen komplezen Vektorraum Z, so dass

(6.2) W23, ®Z,

tm Sinne von Clifford-Moduln, d.h. das folgende Diagramm kommutiert:

w
R" @ W LU W
(6.3) | id®¢p Ly
cl¥n ®id
R"®Y¥,®7Z — X,0Z
Beweis. Wird noch eingefiigt.... O

Dies heif3t also, dass jeder Clifford-Modul ein getwisteter Modul von ¥, ist. Anschaulich gespro-
chen ist dieser Modul deswegen der fundamentale Baustein um einen beliebigen Clifford-Modul zu
konstruieren. Wir nennen 33, die Spinor-Darstellung der Clifford-Algebra.

Falls n gerade, kommutiert das komplexe Volumenelement we mit X- fiir alle X € R"™. Deswegen
hat we die Eigenwerte 41, und die Dimension der Eigenrdume ¥} und X ist 2(7~2)/2,

Sei nun n ungerade. Wir konstruieren aus >, einen anderen Clifford-Modul f]n, der als Vektorraum
¥, ist, aber cl(v ® ¥) = —cl(v ® ).
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Wir betrachten R C R"*!, n ungerade. Dann ist ¥,; auch ein Clifford-Modul fiir R" und das
n-dimensionale komplexe Volumenelement we , kommutiert mit X- fiir alle X € R™ und antikom-
mutiert mit e, 11-. Es gilt im Sinne von Cilfford-Moduln

Zn+1 = En S Zn
wobei die Summanden die Eigenrdume von wc ,, zu den Eigenwerten 1 und —1 sind.

Allgemein erhilt man fiir ungerade n den analogen Klassifikaitonssatz.

SATZ 6.4 (Klassifikation der Clifford-Moduln fiir n = 2m + 1). Sei n ungerade. Dann gibt es zu
jedem Clifford-Modul W komplexe Vektorrdume Zy und Zs, so dass

(6.5) P WES, 0765, ® Z,

im Sinne von Clifford-Moduln wobei die Summanden die Eigenrdume von we , zu den Eigenwerten
1 und —1 sind.

Beweis. ... O
PROPOSITION 6.6. Seieq,...,e, eine Orthonormalbasis von V. Wir definieren
ep 1= 1le Cl(V)
eji=¢; ... e, €CUV),

falls 1 <'iy < ... <ix < n natiirliche Zahlen. Dann ist B := (es) jc{1,...n} eine Basis von CI(V, g)
als komplexer Vektorraum. Insbesondere ist die Dimension von CI(V) gleich 24m V.

Beweis. Erzeugendensystem: Nutze die Relationen zum Vertauschen und Vernichten...

Linear unabhiingig: A*V ®g C ist ein Clifford Modul. Schrianke
Cl(V,g) @ A"V @rC — A"V @ C
aQar—a-a
auf Elemente der Form a ® 1, 1 € C ®@g A°V = C ein. Wir erhalten eine Abbildung
Cl(V,g) = A*V @r C
a—a-l
die e;, ... ¢ auf e;;, A...Ae;, abbildet. Hieraus folgt die lineare Unabhéngigkeit. O

X
PROPOSITION 6.7. (a) Ist n gerade, dann ist die Spinor-Darstellung
CI(R") — End(Z,)

ein Algebren-Isomorphismus.
(b) Ist n ungerade, dann ist die summe der beiden Spinor-Darstellungen

CI(R™) — End(Z,) ® End(S,,)

ein Algebren-Isomorphismus.



ANALYSIS AUF MANNIGFALTIGKEITEN, INDEXTHEORIE UND SPIN-GEOMETRIE 29

~

Beweis. Sei py, : CI(R™) — End(X,,), falls n gerade und p,, : CI(R") — End(%,) @ End(%,,), falls
n ungerade. Aus der induktiven Konstruktion der 3, sieht man induktiv iiber n, dass p,, surjektiv
ist. Die Injektivitéit folgt dann aus Dimensionsgriinden. O

Jede Isometrie A : R™ — R” setzt sich zu einem Algebren-Homomorphsmus A : CI(R™) — CI(R")
fort. Insbesondere gilt dies fiir die Punktspiegelung am Ursprung P : R® — R™, X — —X. Wir
schreiben

CI(R") = Clp(R™) @ C1; (R™),
wobei Cl;(R™) der Eigenraum von P zum Eigenwert (—1)7 ist. Der Isomorphismus
CI(R™) — A'R"
A — A-1
bildet Cly(R™) auf A**"R™ und Cl; (R") auf A°4R"™ ab.

PROPOSITION 6.8. Sein ungerade. Wir betrachten nur noch eine der beiden Spinor-Darstellungen
und schrinken Sie auf Clo(R™) bzw. Cly(R™) ein. Dann sind

Clo(R") — End(X,)  CL(R") — End(%,)

und
Clp(R™) — End(%,,) CL (R™) — End(%,,)

Vektorraumisomorphismen.

Beweis. Die Surjektivitdt kann man wiederum durch Induktion zeigen, und die Injektivitét folgt
dann aus Dimensionsgriinden. O

PROPOSITION 6.9. Jeder Clifford-Modul W iiber einem euklidischen Vetorraum V trigt ein
hermitesches Skalarprodukt, so dass

(X0, 0) =—(0, X -¢)
fiir alle X € V und alle p,7p € W.

Beweis. Wir wihlen zunéchst irgendein Skalarprodukt (-, -)q. Sei ey,...,e, wieder eine ONB
von V und e; wie oben. Wir setzen dann

(X,Y)= > (er-X,er Yo
Ic{1,...,n}

Dann gilt (e; - X, e; - Y) = (X,Y) Daraus folgt fiir Y :=e¢; - Z
<ej - X, Z> = —<X,€j ’ Z>

und daraus wiederum die Behauptung. O
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6.2. Lie-Gruppen und Ihre Darstellungen. Wir wollen ein paar Definitionen und Sachverhalte
iiber Lie-Gruppen zusammentragen, die wir im folgenden brauchen werden. Man beachte auch die
Ergénzungen in Abschnitt [44.

Definition 6.10. Eine Lie-Gruppe ist ein Gruppe G zusammen mit einer Mannigfaltigkeitsstruk-
tur auf G, so dass die Multiplikation G x G — G und die Inversenabbildung G — G glatte
Abbildungen sind.

Beispiele. GL(n,R), SO(n), SU(m), GL(m,C). Man kann zeigen [War83, Theorem 3.42], dass
jede abgeschlossene Untergruppe von GL(n,R) eine Untermannigfaltigkeit ist und deswegen ist es
eine Lie-Gruppe. Es gibt aber auch Lie-Gruppen, die man nicht als abgeschlossene Untergruppe
eines GL(n,R) erhilt.

SATZ 6.11. Ist G eine Lie-Gruppe, so trigt die universelle Uberlagerung G eine eindeutige Grup-
penstruktur, so dass G — G ein glatter Gruppenhomomorphismus ist.

Beweisskizze siehe Vorlesung.

Definition 6.12. Eine reelle (oder komplexe) Darstellung einer Lie-Gruppe G besteht aus einem
reellen (oder komplexen) Vektorraum V zusammen mit einem glatten Gruppenhomomorphismus
p:G— GL(V).

Wir wollen uns hier auf endlich-dimensionale Darstellung beschrinken. [

Beispiele. (1) Die triviale Darstellung: V =R, p(g) = Id fiir alle g € G.

(2) Sei G eine Untergruppe von GL(V). Dann ist (V, p) mit p(g) = g die kanonische Darstellung
von G.

(3) Die Adjungierte Darstellung aus Abschnitt [4.4

Als Literatur zu Lie-Gruppen ist [War83] zu empfehlen. Wer noch mehr iiber Darstellungstheorie
wissen will, kann auch in [HumS0] und [BEDYH] viel Interessantes finden.

6.3. Die Spin-Gruppe. Die Lie-Gruppe SO(n) ist fiir n > 2 nicht einfach zusmmenhéngend.
die Dimension n = 2 ist hierbei ein Spezialfall: SO(2) = U(1) = St also m(SO(2)) = Z. Die
universelle Uberlagerung von SO(2) ist R.

Fiir n > 3 gilt hingegen 71 (SO(n)) = Z/(27Z).

Wir konstruieren nun fiir alle n > 2 die Spin-Gruppe Spin(n), und zeigen anschlieflend, dass es
eine zweifache zusammenhiingende Uberlagerung ist. Hieraus folgt dann direkt, dass Spin(n) fiir
alle n > 3 die universelle Uberlagerung von SO(n) ist.

5In der Quantenmechanik sind auch unendlich-dimensionale Darstellungen sehr wichtig.
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Definition 6.13. Sei C1(R") wieder die komplexifizierte Clifford-Algebra. Die Elemente von CI1(R™),
die ein Inverses besitzen, bilden eine Gruppe, die Einheiten-Gruppe CI(R™)* von CI(R™). Die Spin-
Gruppe Spin(n) ist definiert als die Untergruppe die von den Elementen

X Y. |X,YER", |X|=|V|=1
—
€CI(R™)

erzeugt wird.

Wir bezeichnen mit sx die Spiegelung R™ — R™ an X,
SATZ 6.14. Die Abbildung
© : Spin(n) — SO(n)
(X-Y) — sxosy

ist ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus und eine glatte 2-fache Uberlagerung. Es gilt
kern® = {+1}.

Beweis. Wie bisher betten wir R” in CI(R™) ein. Die Punktspiegelung R" — R™, X +— —X setzt
sich zu einem Algebren-Isomorphismus P : CI(R™) — CI(R™) fort. Fiir alle B € CI(R™)* definieren
wir
Sp: CI(R") — CI(R")
A +— P(B)-A-B!
Es gilt Sp,.p, = Sp, © Sp,. Fir alle X € R”, |X| = 1 ist Sx eine Forsetzung von sx zu einem
Endomorphismus Sx von CI(R"). (Ubung!) Hieraus folgt, dass © ein wohldefinierter Gruppenho-

momorphismus ist. Offensichtlich ist © surjektiv. Als Ubung, zeigen wir, dass der Kern von © nur
aus £1 € CI(R™) besteht, d.h.

B € Spin(n),©(B) =1= B = +1.

Wir werden nun zeigen, dass es eine Umgebung U der Eins 1 in SO(n) und eine injektive glatte
Abbildung f : U — CI(R™)* gibt mit f(U) C Spin(n) und © o f = Id |y. Durch Komposition mit
den Links-Translation [4, A € Spin(n) und lg(4) erhalten wir dann eine Familie

(lA o f o l(_)(A)—l | A€ Spin(n))

von lokalen Diffeomorphismen, die den Gruppenhomorphismus © : Spin(n) — SO(n) in einer
Umgebung der Eins umkehren und auf lg(4)(U) definiert sind. Hieraus folgen dann alle Aussagen.

Der Tangentialraum 77SO(n) besteht aus den schiefsymmetrischen Matrizen und diese wiederum
identifizieren wir mit A2R™ mittels

e; A ej — (6udji — dindji)us € Mat(n, R).
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Sei nun J : A2R"™ — CI(R™), J(e; Aej) = (1/2)e; - ej. Wir withlen zunéchst eine Umgebung U; von
0 € T1S0(n) so klein, dass die Exponential-Abbildung von Matrizen

=1
T1S0(n) 5 A exp®0(4) :=) o AR € 80(n)
k=0

ein Diffeomorphismus von U; auf das Bild ist. Sei aulerdem
. e = 1
CIR™) DU 3 B — exp”®)(B) := ) o B* € CI(R™)*
k=0

LEMMA 6.15. Es gilt
exp®®")" 6. J(A) € Spin(n)
und
0 0 exp™®)" 0 J(A) = expSO™ A,

Beweis des Lemmas. Nach einer euklidischen Koordinatentransformation hat A die Gestalt
[n/2]
Z ajezj—1 \ eaj,
j=1

also J(A) = B = (1/2) }_; ajezj—1 - e2;. Daraus folgt dann
ny* a; . aj
eXpCI(R ) (B) = Hegj,l (cos Ejegj,l + sin Ejegj) .
Die ist offensichtlich ein Element von Spin(n) und das Lemma folgt dann durch eine kurze Uber-

legung. O

Also ist L
fi= eXpCI(]Rn)* o o (eXpSO(n)> _

eine Abbildung, die das Gewiinschte liefert. O

Aus dem Beweis folgt auch direkt:

FOLGERUNG 6.16. Spin(n) ist eine Untermannigfaltigkeit von CL(R™) und somit eine Lie-
Gruppe. Es gilt
Ty Spin(n) = span{e; - ex |1 < j <k <n}.

Man sieht leicht, dass Spin(n) fiir alle n > 2 zusammenhingend ist.

Beispiele.

(1) Spin(2) = St = U(1), ¥ : St — St 2 +— 22,
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(2) Spin(3) C Clp(R?) = End¥; = EndC? und man rechnet nach, dass Spin(3) = SU(2). Identi-
fizieren wir C? mit den Quaternionen, so besteht SU(2) aus den Einheits-Quaternionen. Also
ist Spin(3) = SU(2) diffeomorph zu S3. Insbesondere ist Spin(3) einfach zusammenhiingend
und somit 71 (SO(3)) = Z/(2Z).

(3) Spin(4) =2 SU(2) x SU(2). (ohne Beweis)

(4) Alle Spin(n) fiir n > 3 sind einfach zusammenhéngend. Beweis siehe Anhang [4.3.

KOROLLAR 6.17. Fiir n > 3 ist Spin(n) die universelle Uberlagerung von SO(n).

7. HAUPTFASERBUNDEL UND ASSOZIIERTE VEKTORBUNDEL

Das Ziel dieses Abschnitt ist es, lokale Basisschnitte etwas konzeptioneller zu verstehen als bis-
her. Wir wollen ein Biindel konstruieren, dessen lokale Schnitte gerade lokale Basisschnitte sind.
Da es im allgemeinen keine globalen Basisschnitte gibt, erwarten wir auch, dass dieses Biindel im
allgemeinen keine global definierten Schnitte hat. Da aber jedes Vektorbiindel mindestens einen
globalen Schnitt besitzt, den Nullschnitt, kann dieses Biindel kein Vektorbiindel sein. Wir wer-
den nun Biindel konstruieren, dessen Fasern nicht mehr Vektorrdume sind, sondern Lie-Gruppen.
Solche Faserbiindel heiflen Hauptfaserbiindel. Wir benotigen Hauptfaserbiindel zur Konstruktion
des klassischen Dirac-Operators. Hauptfaserbiindel sind auflerdem zentral im Standard-Modell der
Elementarteilchen-Physik.

Definition 7.1. Sei G eine Lie-Gruppe und M eine Mannigfaltigkeit. Ein G-Hauptfaserbiindel
iiber M ist eine Mannigfaltigkeit P, zusammen mit einer glatten Abbildung 7w : P — M und einer
glatten Abbildung P x G — P, (p,g) — pg so dass gilt

(1) (pg1)g2 = p(g192) fiir alle p € P, g1, g2 € G, (G operiert von rechts auf P)

(2) Fiir jedes m € M gibt es eine Umgebung U von m in M, und einen Diffeomorphismus ¢ :
71 (U) - U x G, so dass mo ¢~ (u,g) = u fiir alle (u,g) € U x G und (¢~ (u,9))g =
v~ (u,99").

Wir nennen P den Totalraum des Biindels, @ heifit lokale Trivialisierung, G' heifit Strukturgruppe,

und Mengen der Form 7~1(m), m € M heiBen Fasern.

Dies impliziert insbesondere, dass die Operation von G frei ist (pg # p, falls g # e), und auf den
Fasern transitiv operiert (gilt 7(p1) = m(p2), so gibt es ein g € G mit p; = pag).

Beispiele. (1) Sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann ist
Por.(M) :={(m,E,)|me M, E,, Basisvon T,,M}

ein GL(n)-Hauptfaser-Biindel.
(2) Sei (M, g) eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ist

Po(M,g) :={(m,Ep)|me M, E, Orthonormalbasis von T;, M}

ein O(n)-Hauptfaser-Biindel,
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(3) Sei (M, g) eine n-dimensionale orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Orientierung w.
Dann ist

Pso(M,g,w) :={(m,Ep)|me M, E, positiv orientierte Orthonormalbasis von T}, M}

ein SO(n)-Hauptfaser-Biindel,
(4) Sei V ein k-dimensionales reelles Vektorbiindel iiber M mit einer Metrik. Dann ist

Pso(V) :={(m,E,)|m e M, E,komplexe Orthonormalbasis von V'}

ein SO(k)-Hauptfaserbiindel.
(5) Sei V ein k-dimensionales komplexes Vektorbiindel iiber M mit einer hermiteschen Metrik.
Dann ist

Py(V):={(m,Ep,)|m e M, E,komplexe Orthonormalbasis von V}

ein U(k)-Hauptfaserbiindel. Wenn wir V' zugleich als 2k-dimensionales reelles Vektorbiindel
ansehen, so gilt
Py (V) C Po(V),
wobei die Inklusion (eq,...,ex) auf (e1,ies, ..., ek, iex) abbildet.
Definition 7.2. Sei P — M ein G-Hauptfaserbiindel. Eine G-dquivariante Distribution von Ho-
rizontalrdgumen ist ein Familie von Vektorrdumen (H,)pecp, so dass

(1) H, ist ein Unterraum von 7, P und
T,P = H, ® Ty (7(p)),
(2) Sei pig : P — P, p+— pg. Dann gilt

dpg)(Hy) = Hpyg.
Beispiele. (dpig)(Hy) = Hpg

V trage einen Zusammenhang. Dann ist ... eine GL(n)-dquivariante Distribution von Hori-
zontalrdumen.

Definition 7.3. Sei P — M ein G-Hauptfaserbiindel. Sei aufierdem p : G — GL(V) eine reelle
(bzw. komplexe) Darstellung von G, dim V' = k. Dann operiert G von links auf P x V wie folgt

9(p,v) == (pg™", p(g)v).
Der Quotient von P x V nach dieser Gruppen-Operation heiflt das assoziierte Vektor-Biindel
Px,V.

Es ist ein reelles (bzw. komplexes) Vektorbiindel iiber M vom Rang k.

Nun trage P zusétzlich eine G-dquivariante horizontale Distribution (H), | p € P). Wir wollen einen
Zusammenhang auf P x, V definieren.

Zushg., Beispiele, assoziierte Vektorbiindel, .... etc., wird noch eingefiigt.
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8. DER KLASSISCHE DIRAC-OPERATOR

Definition 8.1. Eine Spin-Struktur auf einer orientierten Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g, w)
besteht aus einem Spin(n)-Hauptfaser-Biindel Psp;y, und einer Abbildung ¢ : Pspin — Pso(M, g,w),
so dass das Diagramm kommutiert

PSpin X Spln(n) - PSpin
N\
L9x0O 19 M .

/
Pso(M,g,w) x SO(n) — Pso(M,g,w)

Das Spinor-Biindel, Spinoren....

Es gibt eine niitzliche Klasse von Invarianten von Vektorbiindeln, die charakteristische Klassen ge-
nannt werden. Diese Klassen ordnen Vektorbiindeln Kohomologie-Klassen zu. Einige dieser Klassen
werden wir spéter kennenlernen.

Hier an dieser Stelle wollen wir uns darauf beschrinken, zu sagen, dass es auch eine solche Klas-
se gibt, die mifit, ob eine Spin-Struktur auf (M,g,w) existiert. Diese Klasse heifit 2. Stiefel-
Whitney-Klasse wa(TM), und wo(TM) € H?*(M,Zs). Zum Vergleich: Die 1. Stiefel-Whitney-
Klasse w1 (TM) € H*(M,Zz) ist genau dann 0, wenn M orientierbar ist. Fiir weitergehende Aus-
sagen zu Stiefel-Whitney-Klassen liest man am besten in [MS74], §4.

Bemerkungen 8.2. (1) Insbesondere folgt daraus, dass die Eigenschaft, ob eine Spin-Struktur
existiert oder nicht, nicht von der Wahl der Riemannschen Metrik abhéngt.

(2) Wenn man die analoge Konstruktion des Spinor-Biindels fiir semi-Riemannsche Mannigfal-
tigkeiten durchfiihrt, ist die Losung ein bischen komplizierter. Man splittet dann das Biindel
TM in zwei Unterbiindel T M und T~ M auf, so dass TM = TTM & T~ M und die Metrik
ist auf TTM positiv definit und auf 7~ M negativ definit. Eine orientierte semi-Riemannsche
Mannigfaltigkeit besitzt genau dann eine Spin-Struktur, falls

wo(TM) = wi (Tt M) Nwy (T~ M).

Falls M eine zeitorientierte Lorentzmannigfaltigkeit ist, dann gilt w; (T~ M) = 0. Also besitzt
M genau dann eine Spin-Struktur zu der Lorentz-Metrik, wenn M eine Spin-Struktur zu einer
Riemannschen Metrik trigt. Eine sehr gute Referenz ist [Baus1]. |

Beispiele. (1) T™ ist spin,

(2) S™ ist spin,

(3) CP™ ist spin, genau dann wenn m =1 mod2,

(4) RP™ ist spin, genau dann wenn n =3 mod4.

Bemerkung 8.3. Sei M eine triangulierte Mannigfaltigkeit. Dann ist das k-Gerist (M) die
Vereinigung der Zellen der Dimension von 0 bis k.

6Helga Baum’s Buch [Baug1] ist leider nicht mehr lieferbar.
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Wir zitieren zwei Sitze ohne Beweis.
SATZ 8.4. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Dann sind dquivalent

(1) M ist orientierbar,

(2) wi(TM) =0,

(3) es gilt dim M = 2 oder es gibt einen globalen Basisschnitt auf dem 1-Geriist (M), von M, d.h.
es gibt eine Funktion (M)1 — Pgr(M), so dass die Verkettung (M), — Pgr,(M) — M die
Inklusion ist.

SATZ 8.5. Sei (M,w) eine orientierte Mannigfaltigkeit. Dann sind dquivalent:

(1) auf (M,w) existiert eine Spin-Struktur,

(2) wa(TM) =0,

(3) es gilt dim M = 2 oder es gibt einen globalen Basisschnitt auf dem 2-Geriist (M )2 von M, d.h.
es gibt eine Funktion (M) — Par(M), so dass die Verkettung (M)e — Por(M) — M die
Inklusion ist.

Wir wollen nun annehmen, dass eine Spin-Struktur existiert, und fragen uns dann, ob diese auch
eindeutig ist.

Sei
a:m (M) — Zg — ker © C Spin(n).
Die universelle Uberlagerung 7 : M — M ist ein 1 (M)-Hauptfaserbiindel iiber M. Das assoziierte
Biindel s
P,:=Mx,7Zy — M
ist ein Zs-Hauptfaserbiindel iiber M. Sei nun Pspi, eine Spin-Struktur. Das faserweise Produkt
Pgpin X P, ist ein Spin(n) x Zs-Hauptfaserbiindel. Wir schrieben
m : Spin(n) X Zy — Spin(n), m(g,h) = gh.

Dann ist

pin = (Pspin X Pa) X Spin(n)
wieder eine Spin-Struktur iiber M.
PROPOSITION 8.6. Fulls eine Spin-Struktur P auf M existiert, so ist die Abbildung

Hom(m (M), Zs) — {Spin-Strukturen auf M}/Isomorphie

e
[ Pspin

eine Bijektion.
Der Beweis wird ausgelassen(].

Bemerkung 8.7. Es gilt Hom(m; (M), Zs) = Hom(H, (M, Z),Z,) = H (M, Zs).

"Der Beweis ist nicht schwierig und wird zusammen mit der Isomorphie von Spin-Strukturen vielleicht noch
nachgeliefert.
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Lokale Formel fiir den Zusammenhang des Spinor-Biindels. Seien Ffj die Christoffelsym-
bole beziiglich eines orthonormalen Rahmens ei,...,e,. Sei ¢ ein lokaler Schnitt von Pspi, mit
Yoq = (e1,...,ep), der definiert auf U ist. Sei ¢ € I'(EM). Es gibt dann eine induzierte glatte
Funktion 7 : U — 3, so dass

¢|U = [Q7 T]'
LEMMA 8.8.
1 n
v?(M[Q7 T] = [q7 a.)(7— + Z Z <Xa ei> FZ@? . ez : T]‘
1,5,k=1
Beweis. ... 0

PROPOSITION 8.9. (i) Die Krimmung von XM ist gegeben durch

1
REM(X,Y)p = =7 D (R (X, Y)ex)" - ¢f - .

k

(ii) Fiir den Krimmungsendomorphismus K von XM gilt
1
K(p) = 1 scalp.
Diese Formel wurde von Schrodinger 7?7 und spdter unabhdngig davon von Lichnerowizc 7?7 gezeigt.

Beweis. (i) Nachrechnen in Koordinaten.

Zusammen mit der Bochner-Formel (?7)
KOROLLAR 8.10 (Schrodinger, Lichernowicz). Fiir den klassischen Dirac-Operator gilt

I
D% = V*Vp+ =0

KOROLLAR 8.11. Sei M eine kompakte orientierte Riemannsche spin Mannigfaltigkeit, sei sg =
miny; scal > 0. Dann erfillt jeder Eigenwert A des klassischen Dirac-Operators auf M die Abschitzung
S0
A > 22
— 4
Insbesondere gilt ker(D) = {0}.

Beweis. Sei ¢ ein Spinor der Eigenvektor von D zum Eigenwert A ist. (Solche Spinoren nennen
wir ab sofort Figenspinoren.) Dann gilt

S S
N (p,0) = (D*p,9) = (Vo, V) +ZO(90, ®) > ZO(WP)
N——

>0
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Bemerkung 8.12. Man kann zeigen [Sem3d], dass fiir alle Spinoren (Vp, V) > %(Dcp,Dcp),
wobei n = dim M. Hieraus folgt die folgende stéirkere Abschitzung von Thomas Friedrich [Erigd].
25 M %0
“n—-14
Diese Abschitzung ist scharf, (das heifit die Konstante kann nicht ohne weitere Annahmen verbes-
sert werden), da fiir den betragsmifiig kleinsten Eigenwert A; des klassischen Dirac-Operators auf
S™ (mit Standardmetrik) gilt

n  scal
A2 = _—
1" n—1 4

9. WARMELEITUNGS- UND WELLEN-GEICHUNG

In diesem Abschnitt sei W immer ein Clifford-Biindel iiber M und D der verallgemeinerte Dirac-
Operator auf W Ziel dieses Abschnittes ist es, Losungen der Wirmeleitungsgleichung

0

a—i+D23:0 s: M x[0,00) = W, s(-,t)=:s (W)
und der Wellengleichung

%—iDSZO s:MxR—-W, s(-,t)=:8 €T (W)

zu finden zu vorgegebenem Anfangswert so € I'(W).
Wir miissen zunéchst definieren, wie wir D in beschrinkte Funktionen einsetzen konnen.

Wir definieren

CB(spec(D)) :=={f| f : spec(D) — C beschrénkt.}
Diese Raum ist zusammen mit der Supremumsnorm ein Banachraum. Sei H ein Hilbert-raum, z.B.
H = L*(W) oder H = Wk(W), dann schreiben wir:

B(H) := {A:H — H| A beschrinkt, }.
Versehen mit der Operator-Norm ist B(H) ein Banachraum.

Fiir f € CB(spec(D)) sei f(D) die eindeutige beschriinkte lineare Abbildung f(D) : L*(W) —
L?(W), so dass
f(D)|EA = )‘Id|EA
PROPOSITION 9.1. (1) tp : CB(spec(D)) — B(L*(W)), f + f(D) ist ein unitirer *-Ring-
Homomorphismus
) tp ist stetig.
) D kommutiert mit f(D).
) f(D) bildet die C>*(W) auf C*(W) ab.
) Ist f reell-wertig, so ist f(D) selbstadjungiert.

(2
(3
(4
(5
Beispiele. Die Funktionen A — etV .t >0und A — e, t € R, sowie alle ihre Ableitungen
nach ¢ sind Elemente von CB(spec(D).
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Beweis. Eigenschaft (1) kann man einfach kontrollieren. Die Stetigkeit (2) ist dann klar, da die
Operator-Norm von f(D) mit der Supremums-Norm von f {ibereinstimmt. (3) ist ebenfalls klar.
Nun zeigen wir (4). Es gilt fiir ¢ € C°(W): D¥f(D)p = f(D)D*p € L. Also f(D) € W*(W),
und somit f(D) € C°(W). (5) ist eine direkt Folgerung von (1). O

KOROLLAR 9.2. Sei I C R ein Intervall und I — CB(spec(D)),t — f; eine glatte Abbildung, so
dass %ft € CB(spec(D)), fiir alle k =0,...,ko, dann ist die Abbildung

Fo:1 — B(L*W))
t —  f(D)
ebenfalls glatt und es gilt fir alle k =0,...,ky:

(8) = ((2) 1)

Beweis. Die Abbildung ¢p ist beschrinkt und linear und somit ist bereits die 2. Ableitung (im
Fréchet-Sinne) von ¢p gleich 0. Also ist ¢p glatt im Fréchet-Sinn. Das Korollar folgt dann aus der
Kettenregel. 0O

KOROLLAR 9.3. Sei I C R ein Intervall und I — CB(spec(D),t — f; eine glatte Abbildung, so
dass g—;ft € CB(spec(D)), fiir alle k =0,...,ko dann ist die Abbildung

F: I — BW"(W))

fiir alle r € N wohldefiniert und ebenfalls glatt und es gilt (beziglich der Operator-Topologie von
B(WT(W))) fir alle k=0,..., ko

() n (8 )

Beweis. Der Beweis geht fast wie oben, wobei man noch zusétzlich nutzt, dass D mit allen f;(D)
und allen Ableitungen vertauscht. a

Beispiele. (1) fi(\) = €. Sei 59 € T'(W). Dann gilt %ft € CB(spec(D)) fiir alle k € N. als
Folgerung hiervon ist dann ¢ — f;(D)sg glatt als Abbildung I — W¥(W) fiir alle &, und somit
ist nach den Sobolevschen Einbettungs-Sétzen auch I — C™(W), t — fi(D)so glatt. Somit ist

s(z,t) == ePsy(x)

eine glatte Losung der Wellengleichung.
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(2) Analoge Betrachtungen fiir f;(\) = e~M liefern, dass fiir glatte Anfangsdaten so € I'(W) auch

e % s (2)

eine glatten Schnitt auf M x [0, 00) liefert, der eine Losung der Wirmeleitungsgleichung ist.

Wir wollen nun die Eindeutigkeit der Losungen klaren.

PROPOSITION 9.4 (Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit). Sei s; eine Losung der Wellenglei-
chung. Dann gilt

(9.5) supp s; C {y € M | d(y,supp so) < [t]}.

Beweis. 0.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass ¢ > 0.

Wir werden die Behauptung zuniichst fiir ¢ < injrad(M, g) zeigen. Wir zeigen zuniichst ein Lemma:
LEMMA 9.6. Sei R < injrad(M, g) und m € M. Dann ist

/ e
B(m,R—t)

Beweis des Lemmas. Die Ableitung des Intergrals liefert zwei Terme: ein erster aus der Ableitung
des Integranden, ein zweiter aus der Ableitung der Integrationsmenge.

eine monoton in t fallende Funktion.

d 2 0 0 )
% Blm.R—t) |5t‘ - <<§St7$t> + <St, a$t>> — /S(m,Rt) |5t‘
= (<iD8t7 5t> + <St, iD8t>) — / |5t|2
S(m,R—t)

Mit Proposition formen wir den ersten Term in

z/ <Vb - St, S¢)
S(m,R—t)

um. Es gilt mit Cauchy-Schwartz

1/2 1/2
/ <1/b “ Sty 80| < / <l/b s, VY St) / (8¢, 8t) )
S(m,R—t) S(m,R—t) S(m,R—t)

Da Clifford-Multipikation mit ® eine punktweise Isometrie ist, ist die rechte Seite hiervon gleich
Jstm,r—1) |s¢|2. Also folgt das Lemma. O

Sei nun zunichst ¢t € (0,pa), pay = injrad(M,g). Fir = € {y € M |d(y,suppso) < [t} gilt
B(z,tg) Nsupp(sg) = 0, also mit dem Lemma

/ \st|2s/ jsol? = 0.
B(m,0) B(m,t)
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Also auch x & supp(s;). die Aussage ist somit bewiesen fiir alle ¢t < pa;.

Sei nun ¢y das Supremum iiber alle ¢, fiir die (P.5) gilt. Falls to < oo, dann ist 5; := 5,14, (p,/2)
ebenfalls eine Losung der Wellengleichung und zwar zu den Anfangswerten s, _(,,, /2)- Da (§.3)
fir §; V¢ € (0, pnr) gilt, folgt (B3) auch fiir alle t < tg + (par/2). Also ist tg = oo. |

Bemerkung 9.7. Dieser Beweis gilt auch dann noch wenn M nicht kompakt ist.

KOROLLAR 9.8. Zu gegebenem glatten Anfangswerten sg existiert eine eindeutige Losung der
Wellengleichunyg.

Beweis. Die Existenz haben wir bereits gesehen. Sind s;, §; Losungen zu den gleichen Anfangs-
werten, so ist §; := s; — §; eine Losung zu den Anfangswerten 0. Wegen supp 8o = ) gilt supp 5; = 0

fiir alle ¢. O

PROPOSITION 9.9. Sei s; eine Lisung der Warmeleitungsgleichung. Dann gilt firt > 0

d 2
e <0.
dt/MLSt' =

d
G [ 1P = [ (D) 4 (51 = DPsi)) = 2D < 0.
M M

Beweis.

O

KOROLLAR 9.10. Zu gegebenem glatten Anfangswerten so exisitert eine eindeutige Losung der
Wirmeleitungsgleichung.

O

Seien V7 und V> Vektorbiindel tiber M. Sei m; : M x M — M, j = 1,2, die Projektion auf die j-te
Komponente. Wir definieren

VIRV =7 Vi @ w3 Va.
Dies ist ein Biindel iiber M x M.

Ist k ein C*-Schnitt von V; X V5, so bildet der Operator
(Arp)@):= | Kl y)ely) dvoly

L2(V3) auf C*(V}) ab. Diese k heiBt Intergrationskern von Ay. Wir wollen nun umgekehrt zu einem
Operator einen Kern finden.

LEMMA 9.11. Sei A ein beschrinkter selbstadjungierter Operator auf L2(V'), so dass A : L*>(V) —
C™TH(V) stetig ist. Dann hat A% einen Integrationskern k € C™(V R V*), d.h. es gilt

28$: X S vol,,.
A2s() /Mk<,y> (4) dvol,
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Beweis. kommt noch O

Fiir k € N sei RF(R) die Menge aller Funktionen f : R — C, so dass
f (@) < Cp(1+[a) 7

fir alle x € R. Zusammen mit der Norm

1F1lx == sup |f(2)[(1 + |])*
r€R

ist R¥(R) ein Banachraum.

Ferner sei R*°(R) := [, R*(R). Dies ist mit den obigen Normen ein Frechet-Raum.

Beispiel. f; : A — e~ und alle Ableitungen von f; nach ¢ sind in RF(R) fiir alle ¥ € N und
t>0.

f € RF(R) ist dquivalent zu A — f(A),..., A [AFf(A) € RO(R).
Seien B(B;, Bs) die beschrinkten Abbildungen vom normierten Raum Bj ind Bs. Man sieht dann

analog zu den vorigen Uberlegungen:

PROPOSITION 9.12. die Restriktion von vp ist eine stetige lineare Abbildung von RF(R) nach
B(L*(W),W*(W)). Falls f; und alle seine Ableitungen nach t in R¥(R) liegen, so ist t — f;(D)
eine glatte Abbildung von I — B(L*(W), WF(W)).

Beweis. Geht dhnlich wie vorhin. O

Durch Komposition mit dem Sobolevschen Einbettungssatz erhalten wir auch diesselbe Propositi-
on, wenn wir W* durch C" mit r < k — (n/2) ersetzen.

FOLGERUNG 9.13. Der Operator e=*P” bildet fiir alle t > 0 die Funktionen L?(W) stetig in
WHk(W) und in C™(W) ab, also insbesondere fiir t > 0

PN (LA(W)) € C=(W).
Bemerkung 9.14. Man kann sogar nachpriifen, dass e~*" * ist fiir ¢ > 0 ein Friedrichs-Glétter

ist.

Wenden wir Proposition P.9 auf 4 = e=tP*/2 an, so sehen wir dass A% = e~P” fiir jedes t > 0
einen Integrationskern k, € C°(W W W*) besitzt. Die Familie k; heifit Wirmeleitungskern oder
kiirzer Wérmekern. Wir wollen nun zeigen, dass k; auch glatt in ¢ ist.

PROPOSITION 9.15. Fliir jedes f € R®(R) hat f(D) einen glatten Integrationskern, also ist
f(D) ein Glittungs-Operator. Weiterhin ist die Abbildung

R*(R) - C*(W R W)
die jedem f € R*®(R) den Integrationskern von f(D) zuordnet, ist stetig.
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Beweis. Zun#chst bestimmen wir g; € R>®(mR), g; > 0 so dass

4
_ i
f=> g
i=1

Nach Lemma P.I] fiir A = ¢;(D) besitzt f(D) einen Integrationskern.

Zu zeigen bleibt die Stetigkeit. Wir wenden den Satz des abgeschlossenen Graphen fiir Fréchet-
Réume an [Yos94, I1.6., Theorem 1]. Wir miissen also zeigen, dass der Graph abgeschlossen ist. Sei f;
eine Folge, die in R*°(mR) gegen f konvergiert, und so dass der zugehérige Kern k; in C*°(WXW*)
gegen einen Kern & konvergiert. Dann konvergiert f;(D) gegen f(D) in der Operator-Topologie
(Stetigkeit von ¢p). Da die C*°-Konvergenz von Integrationskernen die Operator-Konvergenz von
den zugehérgen Operatoren impliziert, ist k& der Kern von f(D). Somit folgt die Aussage. O

KOROLLAR 9.16. Der Wirmekern (¢, x,y) — ki(x,y) ist glatt int > 0, x und y.

10. DER FORMALE WARMEKERN

Wir folgen hier im wesentlichen [AB0Z, Abschnitt 2].

11. SPUREN UND EIGENWERT-ASYMPTOTIK

Definition 11.1. Sei H und H' separable Hilbert-Raume mit Orthonormalbasen {e;}; und {e’};.
Zu A, B € B(H, H') setze

(A,B)gs =Y (Ae;, e})(Be;, e},

i
1A ) Y [(Aes, )]
i

Wenn ||A||gs < 0o, so heiBBt A Hilbert-Schmidt-Operator (A € HS(H, H')).
LEMMA 11.2.

Kommt noch....

12. CHARAKTERISTISCHE KLASSEN

Wir folgen einem Crashkurs {iber charakeristische Klassen von Christian Bér. (Kann von seiner
Homepage runtergeladen werden.)
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13. ATIYAH-SINGER-SATZ UND GETZLER-FORMAILSMUS

13.1. Filtrierte und graduierte Algebren. C1(V): nicht komplexifizierte Clifford-Algebra C1(V):
komplexifizierte Clifford-Algebra
Wir wollen einen Formalismus entwickeln, mit dem wir str(®,,/) berechnen kénnen.

Definition 13.1. Filtrierte und graduierte Algebren, Symbolabbildung, assoziierte graduierte
G(A)

LEMMA 13.2. Sei A eine filtrierte Algebra und G eine graduierte Algebra, und 0. : A — G eine
Symbol-Abbildung, so dass

(1) ox(Ax) = Gi,
(2) ker O = Ak_1.

Dann ist G = G(A).

Beweis. ... O

Beispiel. Sei V eine euklidischer Vektorraum. Die Abbildungen
op :ClV) = ARV, v cop s o AL A

sind wohldefiniert und bilden eine Symbol-Abbildung, die die obigen Eigenschaften (1) und (2)
erfiillen. Somit gilt

A*(V) = G(CI(V)).

13.1.1. Reskalierungen. Als Vorstufe zum Verstédndnis der Getzler-Reskalierung wollen wir zeigen
wie durch Reskalierung eine filtrierte Algebra zu seiner assoziierten graduierten Algebra konver-
giert.

LEMMA 13.3. Sei A eine filtrierte Algebra, A = J A¢, so dass es Vektorriaume Cy, £ € 7 gibt, so
dass als Vektorrdume gilt
A =P

<k
Wir definieren auf Cy
Ralo, = A~ 1d

und setzen es linear zu einem Vektorraum-Endomorphismus von A fort, der die Algebra-Struktur
i.a. nicht erhdlt. Wir existiert fiir a und b

aeb:= )l\irrb RA(Ry ' (a)Ry(D)™H)

und (A, e) ist algebra-isomorph zu G(A).
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Beweis. Sei 0. die kanonische Symbol-Abbildung A — G(A). Wir setzen
T|CZO'g . Cg - G(A)l

zu einer linearen Abbildung A — G(A) fort. Man sieht, dass 7 bijektiv ist. Es bleibt zu zeigen, das
7 die Multiplikation erh&lt. Wegen Linearitét reicht zu zeigen, dass

T(a @ b) = 7(a)7(b) Va € Ck,b € Cy.

Wir zerlegen ab in seine C'j-Komponenten:
ab:Ck+g+...+Ck+g_s Cj GCj.
Dann gilt
Ry (Ra(a)RA(b)) = chye + Acpty -+ A Chgrs.

Und somit

aeb:= ;irr%) RA(Ry ' (a)Ry (b)) = crpe-
Es ergibt sich

T(a ®b) = opre(a®b) = opie(crie) = okte(adb) = ox(a)og(b) = 7(a)7(h).

O

Identifizieren wir C1(V) & A*V als Vektorraum, dann konvergiert die Clifford-Multiplikation gegen
die dulere Multiplikation A. Man sieht dies auch direkt, da ¢tx gegen Null konvergiert, wenn wir
die Metrik g auf V' durch A\2g ersetzen und den Limes A — 0 betrachten.

13.2. Getzler-Symbole von Differential-Operatoren. Die Idee des Getzler-Formalismus ist
nun, sowohl die Zeitkoordinate als auch die Raumrichtung im Warmekern so zu reskalieren, dass
die wichtigen Terme im Limes iiberleben. Die filtrierte Algebra der Differentialoperatoren auf T'(TW)
konvergiert hierbei gegen eine graduierte Algebra konvergiert. Der Filtrierungs-Grad ist dabei die
Summe der Differentiationsordnung und des Filtrierungs-Grad des Clifford-Elements. fi

Sei W — M ein Clifford-Biindel iiber einer Mannigfaltigkeit M gerader Dimension n = 2m. Wir
definieren
Endg) = {A € Endc(W), so dass A(X -¢) =X - A(p) VX e(TM),p e (W)}

Es gilt kanonisch End¢c(W) = CI(TM)®@rEndc)(W). Die Algebra D(W) der Differentialoperatoren
auf T'(W) wird deswegen von den folgenden Operatoren erzeugt

(1) Schnitte von I'(Endg(W))
(2) Clifford-Multiplikationen vx = X°-, wobei X ein beliebiges Vektorfeld ist,
(3) kovarianten Ableitungen Vx, wobei X ein beliebiges Vektorfeld ist.

8Allordings werden wir in dieser Idee nicht strikt folgen, um die Darstellung einfach zu halten. U.a. arbeiten wir
mit einer Symbolabbildung an Stelle der oben erwidhnten graduierten Algebra.
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Die Getzler-Filtrierung ist definiert als
D(W)_, := {0} Vn > 0.
D(W)o :=T'(Endci(W)).
D(W); :=span {D(W)y, Operatoren vom Typ (2) und (3)}.
D(W)41 :=span {D(W), D(W)1}.

Sei V ein euklidischer Vektorraum und P (V') die graduierte Algebra der polynomialen Differen-
w88l
0zP

tialoperatoren auf V', wobei der grad von z als | 8] — || definiert ist.

P(TM) = | ) P(T,M).
peEM
Sei X € T'(TM). Wir betrachten V* als Unterraum von P(V), jede Linear-Form auf V ist ein
polynomialer Differential-Operator der Ordnung 0. Dann definieren wir:
Rx € T(T*M @ A°T*M) C T(P(TM) @ A*T* M)
(Rx), = {T,M 3 v g(R(., .)X,v) € A*T*M}
Wenn X € T,M notieren wir mit 0% die Derivation von Funktionen auf 7,M in Richtung X,

wobei p festgehalten wird. Ist X also ein Vektorfeld, so ist 9§ eine Ableitungen von Funktionen
auf dem Totalraum von T'M in Richtung der Fasern von T'M.

THEOREM 13.4. Es gibt genau eine Symbol-Abbildung, das sogenannte Getzler-Symbol
o.:D(W) — C®(P(TM)® XN'TM @ Endc;(W)),
so dass

(1) oo(F) =id®1 ® F fir alle F € T'(Ende) (W),
(2) o1(yx) = id®X’®1d,
(3) al(VX) = 8§ + iRX

Als Beweis dieses Theorems wollen wir das Getzler-Symbol durch eine Reskalierung definieren, und
danach zeigen, dass es die obigen Relationen erfiillt.

Wir fixieren p € M und wollen das Symbol eines Differentialoperators @ auf I'(W) im Punkte p
definieren. Wir betrachten dazu eine Umgebung U von p in Gaussschen Normalkoordinaten und
trivialisieren W durch Paralleltransport entlang der radialen Geoditen. Wir wéhlen eine Basis
(ep)p=1,....n von T, M und verschieben sie in radiale Richtung parallel. Dies liefert uns eine Trivia-
lisierung von T'M auf U. Wir identizeren vo nun ab T*M mit T'M mit Hilfe der Metrik.

Einen Schnitt f von Cl(T'M) interpretieren wir deswegen als Abbildung in U — Cl(T,M). Wir
definieren auf dem Raum

F = C(T,M, Cl(T, M) ® Endey (W,,))
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eine Reskalierungsabbildung durch
(Raf)(z) == (Rx ®id)(f(Ax)),

wobei auf der rechten Seite Ry die oben benutzte Reskalierung von Cl(T,M) ist und mit der
Identitdt auf Endei(W),) tensoriert wird.

Ein Differentialoperator @) operiert auf Elementen von F.

Dann ist
RyoQoR!

ein auf %U definierter Differentialoperator. Wir schreiben falls der Limes (im Sinne von C°°-
Konvergenz der Koeffizieten der Differentialoperatoren)

i(Q)(p) = lim X" Ry 0 Qo R!

und nach Identifikation C1(T, M) = A*T,M ist
o0(Q)(p) € P(T,M) © A*T,M ® Endei(W),).

LEMMA 13.5. Die folgenden Symbole sind definiert und es gilt:
(1) oo(F)(p) =id®1® F fir alle F' € Endei(W,),
(2) o1(yx) =ide@X*®1d fir alle XcT,M,
(3) o1(Vx) =0x + (1/4)Rx fiir alle XcT, M.
Beweis. (1) und (2) sind bereits klar.

(3) Hierzu berechnen wir den Termin hochster Getzler-Ordnung in der Koordinaten-Darstellung
von Vx. Wir berechnen zunéchst Vxo fir X = % und konstantes ¢ € F. Wir setzen Y :=
Sl %. Es gilt dann [X,Y] = X und dyz® = |a|z®. Die Taylorentwicklung von Vx¢ sei Vxp ~
> x%pq.
RY(X,Y)p = VxVyp—VyVxe—Vixyp
~ Z('al +1)z%pq

[e3%

Es gilt R = R® + RW/> wobei der Clifford-Grad von R* 2 ist und der Clifford-Grad von RW/5?
0 ist. Wir betrachten nur die Terme von hochstem Getzler-Grad und erhalten modulo Terme
niedrigerer Ordnung

1 , , , 1 . , 1
=__ JRE U Np = —RTM @ N.op=2=
Vxp= 5 Zm R*(0/0z',0/0x" )¢ 4R (0/0x*,0/0x7) - ¢ 4RXg0

Hierbei wurde Proposition ?? zur Umformung von R* und der Isomorphismus C1(Tj; M) = A* T M

benutzt. Es gilt somit (3) fir X = a?:i und konstantes ¢ € F. Der allgemeine Fall folgt aus den
Axiomen von Zusammenhéngen. O
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LEMMA 13.6. Hat Q Getzler-Ordnung < m dann ezistiert
om(Q) = ;inb AN"RyoQo Ry,

wobei die Konvergenz C°°-Konvergenz der Koeffizienten des Differentialoperators ist. AufSerdem
ist 0. eine Symbolabbildung.

Beweis D. ie Existenz des Limes fiir F' € Endci1(W,), vx und Vx haben wir bereits im letzten
Lemma gezeigt. Sind 0 (Q1) und 0;(Q2) definiert, so ist auch o4¢(Q1 0 Q2) definiert und es gilt
Ok+e(Q1 0 Q2) = 0k (Q1)01(Q2).

Hieraus folgt rekursiv, dass oy auf den Operatoren von Getzler-Grad < k wohldefiniert ist, und es
folgt die multiplikative Eigenschaft von o.. O

13.3. Getzler-Symbole von Fundamentallésungen. Sei A = P, ., AF eine graduierte Alge-

bra. Dann sei A~* bzw. A=*/2 die graduierte Algebra A mit der Graduierung, so dass Elemente
in A*¥ Grad —k bzw. —2k haben.

Wir fixieren ein y € M. Sei s € T'(W X W), z.B. s(x) = ki(x,y), wobei k; der Wirmekern
ist. Wir trivialisieren W in einer Gauflschen Normalkoordinaten-Umgebung von p mit Hilfe von
Paralleltransport wntlang radialer Geodétischer. Dann gilt

(13.7) T(WRW, -U) = C*(UR)®End(W,)=C* Cl(T, M) ® Endc|(W,).

Dies sind also genau die Restriktionen der Elemente von F.

C*°(U,R) trage die Filtrierung, dass f Grad < —k, k € Z hat, falls f mindestens von der Ordnung
k in p verschwindet.

C®(U,R)_:= » a°C*(UR) VkeZk>0
| <
C*®(U,R)y, :== C*(U,R). Vk >0
Die Getzler-Filtrierung auf I'(W X W) ist die Produkt-Filtrierung dieser Filtrierung auf C* (U, R)
der Clifford-Filtrierung auf C1(T,M) und der trivialenf] Filtrierung auf Endg;(W),).

Die Algebra
R[T,M]™* @ A*T,M ® Ende)(W,)
trage auf adnhliche Art und Weise die Produkt-Graduierung. Wir erhalten eine Symbol-Abbildung
o T(WRW; — U), — (RT,M] ™ @ A*T, M @ Endei(W,))"
indem wir den kanonischen Vektorraum-Isomorphismus Cl(T,; M) — A*T;M auf das Taylor-
Polynom der Ordnung ¢ von s € T'(W X Wy — U), anwenden.

9Eine Graduirung ist trivial, falls A¥ = {0} fiir k # 0. Eine Filtrierung ist trivial, wenn sie von der trivialen
Graduierung herkommt.
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14. ANHANG

14.1. Dolbeault-Operator.

14.2. Das Symbol von Differential-Operatoren.
Definition 14.1. Der Differentialoperator P sei lokal durch Formel (E-I) gegeben. Dann definieren
wir das totale Symbol von P beziiglich der Trivialisierung (U, v;, w;) als
Otor : T*U  —  Hom(V,W)|U
Tiqt,qgyU 2 (¢ ¢ 61, 60) = ) Giday, — (v — iTAS €8 g
(¢-a™) Z q J Z Z Jk o1

al<d k —¢o

Fiir die Definition des Hauptsymbols von ¢(P) summieren wir nur iiber die hochste Ordnung:

oc:T*U — Hom(V,W)|U

DoGiday (e D0 AR € g

al=d k — g

PROPOSITION 14.2. Das Hauptsymbol ist unabhdngig von der Wahl von U und ¥ und von der
Wahl der v; und w;. Es ist deswegen eine wohldefinierte Abbildung

o(P): T*M — Hom(V,W).

Der Beweis folgt durch nachrechnen.
Man beachte aber, dass das totale Symbol von der Wahl von 3 und der Wahl der v; und wj
abhéngt.
PROPOSITION 14.3. Seien
rv) 22 rw) % 1(2)
Differentialoperatoren ord P = ord P’ = dp, ord Q = dg. Dann ist Q o P ein Differentialoperator
der Ordnung dp + dgund es gilt fir alle § € T*M

0e(Q o P) = 0¢(Q) 0 0e(P),

o¢(tP +t'P') = tog(P) + t'oe(P').

Definition 14.4. Ein Differentialoperator heifit elliptisch, falls fiir alle p € M und alle £ € T, M
mit &, # 0 das Hauptsymbol o¢ € Hom,,(V, W) invertierbar ist.
PROPOSITION 14.5. Das Symbol eines verallgemeinerten Dirac-Operators D auf einem Clifford-
Biindel W ist gegeben durch

o:T*"M — Hom(W,W)

£ (Wi ibw).

Insbesondere ist D elliptisch.
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Beweis. Wir rechnen in Koordinaten und v; = w;.
Jay. — b, Jay.
D g sTv; = g e, - Ve, (s'v;)
J Jro

= 3 (b B,y + 57 - Ve v;)

Jrex

= Z(dsj -v; + 87 Dvj)

o«

D oAR = da® vy
k

0¢(D) = ( o 3 YAy =i Eada® vy =€ ) |

a=1 k a=1

J
_ Z %dﬁ -v; + 0. Ordnung
J, &

14.3. Ideale in Algebren.

Definition 14.6. Sei A eine Algebra (wie immer assoziativ, mit 1). Eine Teilmenge I heifit Ideal,
falls gilt:

(1) I ist Untervektorraum
(2) firi e I und a € A gilt ai € I und ia € 1.

Ist f : A — B ein Algebren-Homomorphismus, und I C B ein Ideal in B, so ist auch f~1(I)
ein Ideal. Unter anderem ist der Kern eines Algebren-Homomorphismus ein Ideal. Umgekehrt, ist
I C A ein Ideal , so trigt der Quotientenvektorraum A/I eine eindeutige Algebren-Struktur, so
dass m: A — A/I ein Algebren-Homomorhpismus ist und der Kern hiervon ist I.

Es gilt auch die folgende universelle Eigenschaft: Ist f : A — B ein Algebren-Homomorphismus und
I ein Ideal in A, das im Kern von f enthalten ist, so 148t sich f auf eindeutige Art als Verkettung
f: A5 AJI — B schreiben.

Jedes Ideal ist auch eine Unteralgebra. Aber Achtung: ist I ein Ideal in A und J ein Ideal in I, so
folgt i.a. nicht, dass J ein Ideal in A ist. Der Schnitt von beliebig vielen Idealen in A ist wieder ein
Ideal.

Definition 14.7. Sei S ein Teilmenge von A. Dann ist das von S erzeugte Ideal definiert als

Ig = ﬂ I,

I Ideal
Scli
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Offensichtlich enthélt Is bereits span S, nach Definition den von S aufgespannten Vektorraum.
Weiter sind alle Elemente der Form apb mit a,b € A, ¢ € span S,in Ig enthalten. Man sieht nun
direkt, dass der von diesen Elementen aufgespannte Vektorraum bereits ein Ideal ist, und somit
mit Ig iibereinstimmt.

14.4. Lie-Algebren und Zusammenhangs-1-Formen.

Definition 14.8. Eine Lie-Algebra ist ein reeller Vektorraum V mit einer Abbildung [-, -] :
v X V — V, der sogenannten Lie-Klammer, mit den Eigenschaften

1) [+, -] ist bilinear
(2) [X,Y] = —[Y, X] fir alle X,Y € V (Asymmetrie)
3) [X,[Y,Z]]+[Y,[Z,X]] +[Z,[X,Y]] =0 fir alle X,Y,Z € V (Lie-Klammer).

Sei G eine Lie-Gruppe. Wir identifizieren den Tangentialraum an die Eins T.G mit den links-
invarianten Vektorfeldern auf G. Die Lie-Klammer [-, -] auf den Vektorfeldern liefert mit dieser
Identifikation eine Lie-Klammer auf 7,.G.

Man kann umgekehrt auch zeigen

THEOREM 14.9. [Warg3, Theorem 3.28] Zu jeder endlich dimensionalen Lie-Algebra (V,[-, -])
gibt es eine (bis auf Isomorphie von Lie-Gruppen eindeutige) zusammenhingende und einfach
zusammenhdingende Lie-Gruppe G, so dass T.G als Lie-Algebra isomorph zu (V,[-, -]) ist.

Wir haben also eine eineindeutige Beziehung zwischen endlich-dimensionalen Lie-Algebren und
einfach zusammenhéngend, zusammenhéngenden Lie-Gruppen.

PROPOSITION 14.10. Ist 7 : G — G eine Uberlagerung und ein Gruppenhomorphismus, so ist
(dr)e ein Lie-Algebren-Isomorphismus

(Teév['ﬂ D - (TeGa[’v ])

Beweis siche [WarR3].
Sei fiir g € G
I,:G — G
h +— ghg !

Wir setzen Ad := (dly)e : TeG — T.G. Dann ist (T.G, Ad) eine Darstellung von G, die adjungierte
Darstellung von G.

14.5. 71 (Spin(n)).
PROPOSITION 14.11. Spin(n) ist einfach zusammenhingend fir n > 3.
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Beweis. Wir zeigen es durch Induktion iiber n. Die Aussage gilt fiir n = 3, da Spin(3) = S3. Im
folgenden kommutativen Diagramm sind nach Satz B.17] die Zeilen kurze exakte Sequenzen

Zo —  Spin(n) —  SO(n)
lid l l
Zs — Spin(n+1) — SO(n+1)

Man iiberlegen sich, dass SO(n + 1) das SO-Rahmen-Biindel iiber der Standard-Sphére S™ ist und
somit ein SO(n)-Hauptfaser-Biindel. Daraus folgt, dass Spin(n+ 1) ein Spin(n)-Hauptfaser-Biindel
itber S™ ist. Die Proposition folgt nun aus dem folgenden Lemma. |

LEMMA 14.12. Sei G eine einfach zusammenhdngende, zusammenhdingende Lie-Gruppe und P
ein G-Hauptfaserbiindel iber M. Dann ist m (P) — w1 (M) bijektiv.

Beweis. Der Beweis ist ein bischen Arbeit, aber nicht schwer. Man ueberlegt sich zunéchst, dass
man Wege und Familien von Wegen liften kann. Die Surjektivitét folgt dann aus der Tatsache,
dass G' zusammenhéangend ist. Um die Injektivitat zu zeigen, nehmen wir eine Schleife v in P, so
dass das Bild von v in M als Schleife in M homotop zu einer konstanten Schleife ist. Man zeigt
nun, dass diese Homotopie liftet (etwas Arbeit). Somit ist v homotop zu einer Kurve, die ganz
in einer faser verliuft. Da die Faser einfach zusammenh#ngend ist, ist v homotop zur konstanten
Kurve. |
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